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MÐ ��U

Lþ thuy¸t tèi ÷u v²ctì �÷ñc h¼nh th nh tø þ t÷ðng v· c¥n b¬ng kinh t¸, lþ
thuy¸t gi¡ trà cõa Edgeworth n«m 1881 v  Pareto n«m 1909. Nh÷ng tø nhúng
n«m 1950 trð l¤i �¥y, sau nhúng cæng tr¼nh cõa Kuhn - Tucker n«m 1951, v·
gi¡ trà c¥n b¬ng v  tèi ÷u Pareto cõa Debreu n«m 1954, lþ thuy¸t tèi ÷u v²ctì
mîi thüc sü �÷ñc ch o �ân nh÷ mët ng nh mîi cõa to¡n håc hi»n �¤i v  câ
nhi·u ùng döng trong thüc t¸.

Cho D l  mët tªp con kh¡c réng trong khæng gian X, f : D → R l  mët
h m thüc. B i to¡n t¼m cüc tiºu cõa h m f tr¶n D câ thº coi l  b i to¡n
trång t¥m trong lþ thuy¸t tèi ÷u: T¼m x̄ ∈ D sao cho

f (x̄) ≤ f (x) vîi måi x ∈ D. (0.1)

Li¶n quan tîi b i to¡n n y, trong lþ thuy¸t tèi ÷u ta cán th§y b i to¡n b§t
�¯ng thùc bi¸n ph¥n do Stampacchia �÷a ra v  t¼m �i·u ki»n �õ �º b§t �¯ng
thùc bi¸n ph¥n câ nghi»m. B i to¡n �÷ñc ph¡t biºu nguy¶n thõy nh÷ sau:
Cho D l  tªp con trong khæng gian Euclid húu h¤n chi·u Rn, G : D → Rn l 
¡nh x¤ �ìn trà. T¼m x̄ ∈ D sao cho

〈G(x), x− x〉 ≥ 0 vîi måi x ∈ D. (0.2)

Còng vîi c¡c b i to¡n tr¶n, ta cán câ b i to¡n �iºm b§t �ëng: Cho T : D → X

l  ¡nh x¤ �ìn trà. T¼m x̄ ∈ D sao cho

x̄ = T (x̄). (0.4)

N¸u T l  mët ¡nh x¤ li¶n töc v  ¡nh x¤ G := I − T , vîi I l  ¡nh x¤ �çng
nh§t tr¶n D, th¼ b i to¡n �iºm b§t �ëng (0.4) t÷ìng �÷ìng vîi b i to¡n b§t
�¯ng thùc bi¸n ph¥n (0.2).

N«m 1994, Blum E. v  Oettli W. �¢ ph¡t biºu v  chùng minh sü tçn t¤i
nghi»m cõa b i to¡n �iºm c¥n b¬ng: Cho D l  tªp con cõa khæng gian tæpæ
tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff X,ϕ : D×D → R. T¼m x̄ ∈ D sao cho

ϕ(t, x̄) ≥ 0 vîi måi t ∈ D. (0.5)

B i to¡n n y chùa c¡c b i to¡n �iºm b§t �ëng, b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n, b i
to¡n c¥n b¬ng Nash,... nh÷ nhúng tr÷íng hñp �°c bi»t.

N«m 2002, Nguy¹n Xu¥n T§n v  Guerraggio A. �¢ ph¡t biºu v  chùng
minh sü tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n tüa tèi ÷u têng qu¡t hay cán gåi l 
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b i to¡n tüa tèi ÷u phö thuëc tham sè: Cho X,Z l  c¡c khæng gian tæpæ
tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff, D ⊆ X,K ⊆ Z l  nhúng tªp con kh¡c
réng. Cho S : D × K → 2D, T : D × K → 2K l  nhúng ¡nh x¤ �a trà,
F : K ×D ×D → R l  h m sè. T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho

1) x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

2) F (ȳ, x̄, x̄) = min
t∈S(x,y)

F (ȳ, x̄, t). (0.6)

B i to¡n (0.6) têng qu¡t hìn b i to¡n (0.5). Khi F khæng phö thuëc v o y,
F (x, x) = 0 vîi måi x ∈ D, ta ch¿ vi»c �°t S(x, y) ≡ D v  ϕ(t, x) = F (x, t)

vîi måi x, t ∈ D. Tø (0.6), ta câ ngay 0 = F (x̄, x̄) ≤ F (x̄, t)vîi måi t ∈ D,
tùc l  ϕ(t, x̄) ≥ 0 vîi måi t ∈ D v  (0.5) �÷ñc thäa m¢n.

B i to¡n (0.1) �¢ �÷ñc ph¡t biºu cho tr÷íng hñp v²ctì: Cho D l  tªp con
trong khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng X. Y l  khæng gian tæpæ
tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng vîi nân C. Nân C sinh ra quan h» thù tü tøng ph¦n
tr¶n Y : x � y khi v  ch¿ khi x−y ∈ C. Tø quan h» thù tü n y, ng÷íi ta �ành
ngh¾a tªp c¡c �iºm húu hi»u lþ t÷ðng, thüc sü, Pareto, y¸u cõa tªp A ⊆ Y,.
Ta k½ hi»u αMin(A/C) l  tªp c¡c �iºm húu hi»u α cõa tªp A �èi vîi nân C,
(α l  lþ t÷ðng, thüc sü, Pareto, y¸u). B i to¡n: T¼m x̄ ∈ D sao cho

F (x̄) ∈ αMin(F (D)/C), (0.7)

trong �â F : D → Y , �÷ñc gåi l  b i to¡n tüa tèi ÷u α v²ctì. �iºm x̄ �÷ñc
gåi l  nghi»m v  F (x̄) �÷ñc gåi l  gi¡ trà tèi ÷u α cõa (0.7).

N«m 1985, Nguy¹n Xu¥n T§n �¢ mð rëng b i to¡n (0.2) cho tr÷íng hñp
¡nh x¤ �a trà v  tr÷íng hñp mi·n r ng buëc D luæn thay �êi bði ¡nh x¤ �a
trà S. Cö thº hìn, cho D l  tªp con cõa khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa
ph÷ìng Hausdorff X vîi �èi ng¨u X∗, S : D → 2D, P : D → 2X

∗
l  nhúng

¡nh x¤ �a trà v  ϕ : D → R l  h m sè. B i to¡n: T¼m x̄ ∈ D, x̄ ∈ S(x̄) v 
ȳ ∈ P (x̄) sao cho

〈y, x− x〉 + ϕ(x)− ϕ(x) ≥ 0 vîi måix ∈ S(x), (0.8)

�÷ñc gåi l  b§t �¯ng thùc tüa bi¸n ph¥n �a trà.
N«m 1998, Nguy¹n Xu¥n T§n v  Phan Nhªt T¾nh �¢ mð rëng b i to¡n (0.3)

cho tr÷íng hñp v²ctì. N«m 2000, Nguy¹n Xu¥n T§n v  Nguy¹n B¡ Minh mð
rëng ti¸p cho tr÷íng hñp ¡nh x¤ �a trà v  chùng minh �ành lþ v· sü tçn t¤i
nghi»m cõa Blum-Oettli cho tr÷íng hñp n y.
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N«m 2007, Lin J. L. v  Nguy¹n Xu¥n T§n ph¡t biºu c¡c b i to¡n bao h m
thùc tüa bi¸n ph¥n lo¤i 1 (vîi nghi»m lþ t÷ðng, Pareto, thüc sü v  y¸u). N«m
2004, �inh Th¸ Löc v  Nguy¹n Xu¥n T§n �÷a ra c¡c lo¤i b i to¡n bao h m
thùc tüa bi¸n ph¥n lo¤i 2. N«m 2012, Bòi Th¸ Hòng v  Nguy¹n Xu¥n T§n ch¿
ra sü tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto lo¤i 1
v  lo¤i 2. C¡c k¸t qu£ n y suy ra nhi·u k¸t qu£ tèt hìn cho c¡c b i to¡n kh¡c
câ li¶n quan.

Ti¸p sau c¡c nghi¶n cùu cõa Tr÷ìng Thà Thòy D÷ìng v  Nguy¹n Xu¥n T§n
v· b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 1, N«m 2011, chóng tæi ph¡t biºu b i
to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2:
T¼m x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P1(x̄) v 

0 ∈ F (y, x̄, t) vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

C¡c lo¤i b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t n y chùa c¡c lo¤i b i to¡n bao h m
thùc tüa bi¸n ph¥n, tüa c¥n b¬ng v  c¡c lo¤i b i to¡n quan h» bi¸n ph¥n lo¤i
1 v  lo¤i 2 nh÷ nhúng tr÷íng hñp ri¶ng.

Trong luªn ¡n cõa m¼nh, Tr÷ìng Thà Thòy D÷ìng �¢ chùng minh sü tçn
t¤i nghi»m cho b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t hén hñp: T¼m (x̄, ȳ) ∈ D×K
sao cho

1) x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

2) 0 ∈ F (ȳ, ȳ, x̄, t) vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ),

3) 0 ∈ G(y, x̄, t) vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t),

vîi X, Y1, Y2, Z l  c¡c khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff,
¡nh x¤ F : K × K × D × D → 2Y , G : K × D × D → 2Y v  c¡c ¡nh x¤
P,Q, S, T nh÷ tr¶n. T¡c gi£ �÷a ra �i·u ki»n tçn t¤i nghi»m cho b i to¡n tüa
c¥n b¬ng têng qu¡t vîi gi£ thi¸t iv) kh¡ ch°t, nh÷ d¤ng mët b i to¡n kh¡c
ch÷a bi¸t khi n o tçn t¤i nghi»m.

Möc �½ch cõa luªn ¡n n y l  ph¡t biºu v  chùng minh sü tçn t¤i nghi»m
cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2, t¼m mèi li¶n quan tîi c¡c b i to¡n
kh¡c trong lþ thuy¸t tèi ÷u v²ctì �a trà, nghi¶n cùu c¡c b i to¡n bao h m thùc
tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp vîi nhúng gi£ thi¸t d¹ kiºm tra, v  cuèi còng,
chóng tæi x¥y düng mët ph÷ìng ph¡p l°p �º gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n
ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng chung cõa mët hå húu h¤n c¡c ¡nh x¤ khæng
gi¢n trong khæng gian Hilbert. B i to¡n n y l  tr÷íng hñp �°c bi»t cõa b i
to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t v  b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto
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hén hñp.
Ch÷ìng 1 giîi thi»u mët sè ki¸n thùc cì b£n cõa gi£i t½ch �a trà �÷ñc sû

döng trong c¡c ch÷ìng ch½nh cõa luªn ¡n.
Ch÷ìng 2 d nh cho b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t. �ành lþ 2.3.1 cho b i

to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2, H» qu£ 2.4.1 cho b i to¡n tüa quan h»
bi¸n ph¥n, H» qu£ 2.4.2 cho b i to¡n tüa c¥n b¬ng væ h÷îng, c¡c H» qu£ 2.4.3
v  2.4.4 cho c¡c b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng, c¡c H» qu£
2.4.5 v  2.4.6 cho c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng lþ t÷ðng. �°c bi»t, ta ch¿ ra mët
sè k¸t qu£ v· sü tçn t¤i nghi»m cho b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto (y¸u) tr¶n
(d÷îi) lo¤i 1 v  2 li¶n quan tîi ¡nh x¤ �ìn �i»u (xem c¡c �ành lþ 2.4.2, 2.4.3,
2.4.4, 2.4.5).

Ch÷ìng 3 d nh cho 4 b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén
hñp. C¡c �ành lþ 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 ch¿ ra �i·u ki»n �õ �º tçn t¤i nghi»m
cõa tøng lo¤i. H» qu£ cõa c¡c �ành lþ n y l  sü tçn t¤i nghi»m cõa c¡c b i
to¡n li¶n quan nh÷: b i to¡n h» bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto, c¡c b i
to¡n tüa tèi ÷u Pareto, tüa c¥n b¬ng Pareto hén hñp.

Trong ch÷ìng 4, chóng tæi x¥y düng mët ph÷ìng ph¡p l°p ©n �º t¼m nghi»m
cõa c¡c b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n, mët d¤ng �°c bi»t cõa c¡c b i to¡n
n¶u tr¶n (xem c¡c �ành lþ 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3).
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Ch÷ìng1. MËT SÈ KI�N THÙC CÌ B�N

Ch÷ìng n y tr¼nh b y v· khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Haus-
dorff v  mët sè kh¡i ni»m, t½nh ch§t cõa nân v  c¡c ¡nh x¤ �a trà.
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Ch÷ìng 2. B�I TO�N TÜA C�N B�NG TÊNG QU�T

Trong ch÷ìng n y, Möc 2.1, chóng tæi giîi thi»u c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng
têng qu¡t li¶n quan tîi c¡c ¡nh x¤ �a trà. Möc 2.3, ta s³ t¼m nhúng �i·u ki»n
�õ �º c¡c b i to¡n n y câ nghi»m. Möc 2.2 v  2.4 ch¿ ra r¬ng, ph¦n lîn c¡c
b i to¡n trong lþ thuy¸t tèi ÷u �a trà nh÷ c¡c b i to¡n tèi ÷u v²ctì �a trà,
bao h m thùc bi¸n ph¥n �a trà, c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng �a trà lo¤i 1 v 
lo¤i 2, �·u câ thº �÷a �÷ñc v· mët trong c¡c d¤ng cõa c¡c b i to¡n tüa c¥n
b¬ng têng qu¡t. Möc 2.5 nghi¶n cùu t½nh ên �ành nghi»m cõa b i to¡n trong
tr÷íng hñp b i to¡n phö thuëc tham sè. Nh÷ vªy, b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng
qu¡t d÷îi �¥y s³ cho ta c¡ch nh¼n c¡c b i to¡n trong lþ thuy¸t tèi ÷u v²ctì
mët c¡ch nh§t qu¡n.

2.1. �°t b i to¡n

Cho X,Z v  Y l  c¡c khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff,
D ⊂ X,K ⊂ Z l  c¡c tªp con khæng réng. Cho c¡c ¡nh x¤ S : D × K →
2D, T : D × K → 2K, P1 : D → 2D, P2 : D → 2D, Q : K × D → 2K v 
F1 : K ×D ×D ×D → 2Y , F : K ×D ×D → 2Y , ta x²t c¡c b i to¡n sau:

1. T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho

1) x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

2) 0 ∈ F1(ȳ, x̄, x̄, z) vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ).

B i to¡n n y �÷ñc gåi l  b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 1.
2. T¼m x̄ ∈ D sao cho

1) x̄ ∈ P1(x̄),

2) 0 ∈ F (y, x̄, t) vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

B i to¡n n y �÷ñc gåi l  b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2.
3. T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho

1) x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

2) 0 ∈ F1(ȳ, x̄, x̄, z) vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ),

3) 0 ∈ F (y, x̄, t) vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).
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B i to¡n n y �÷ñc gåi l  b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t hén hñp.
Trong c¡c b i to¡n tr¶n, ta gåi c¡c ¡nh x¤ S, T, P1, P2 v  Q l  c¡c r ng

buëc, F1 v  F �÷ñc gåi l  c¡c ¡nh x¤ möc ti¶u, chóng câ thº l  c¡c �¯ng thùc,
b§t �¯ng thùc, c¡c bao h m thùc, b§t bao h m thùc, t÷ìng giao cõa c¡c ¡nh
x¤ �a trà, ho°c c¡c quan h» trong c¡c khæng gian t½ch. B i to¡n tüa c¥n b¬ng
têng qu¡t lo¤i 1, lo¤i hén hñp �¢ �÷ñc nghi¶n cùu chi ti¸t trong luªn ¡n cõa
TS. Tr÷ìng Thà Thòy D÷ìng. Trong ch÷ìng n y, chóng tæi chõ y¸u nghi¶n
cùu sü tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2.

2.2. C¡c b i to¡n li¶n quan

Möc n y minh håa sü têng qu¡t cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i
2 �èi vîi mët sè b i to¡n tèi ÷u �a trà câ li¶n quan, ch¯ng h¤n: b i to¡n tüa
c¥n b¬ng væ h÷îng, b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n Minty, bao h m thùc tüa bi¸n
ph¥n lþ t÷ðng, b i to¡n tüa c¥n b¬ng lþ t÷ðng, tüa quan h» bi¸n ph¥n têng
qu¡t, bao h m thùc vi ph¥n, b i to¡n �i·u khiºn tèi ÷u, b i to¡n tüa c¥n b¬ng
Nash trong trá chìi khæng hñp t¡c,...

2.3. Sü tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i
2

Trong möc n y, vªn döng k¸t qu£ cõa �ành lþ Fan-Browder ho°c d¤ng
t÷ìng �÷ìng cõa nâ, chóng tæi chùng minh �i·u ki»n �õ cho sü tçn t¤i nghi»m
cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2, tø �â ta công thu �÷ñc c¡c k¸t
qu£ cho c¡c b i to¡n li¶n quan.
�ành lþ 2.3.1. C¡c �i·u ki»n sau l  �õ �º b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng
qu¡t lo¤i 2 câ nghi»m:

i) D l  tªp con khæng réng lçi comp­c;

ii) �nh x¤ �a trà P1 : D → 2D câ tªp �iºm b§t �ëng D0 = {x ∈ D| x ∈
P1(x)} �âng, khæng réng trong D;

iii) �nh x¤ �a trà P2 : D → 2D câ P (x) 6= ∅, P−12 (x) mð v  bao lçi coP2(x)

cõa P2(x) chùa trong P1(x) vîi måi x ∈ D;

iv) Vîi méi t ∈ D cè �ành, tªp

B = {x ∈ D| 0 /∈ F (y, x, t) vîi y ∈ Q(x, t) n o �â}

mð trong D;
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v) F : K ×D ×D → 2Y l  ¡nh x¤ �a trà Q−KKM .

�ành lþ 2.3.2 kh¯ng �ành, khi gi£m nhµ �i·u ki»n cho ¡nh x¤ P2, b i to¡n
tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2 v¨n câ nghi»m. �ành lþ 2.3.3 x²t �i·u ki»n tçn
t¤i nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t khi ¡nh x¤ P1 = P2 = P .

2.4. Sü tçn t¤i nghi»m cõa c¡c b i to¡n li¶n quan

�p döng c¡c �ành lþ tr¶n, chóng tæi chùng minh �÷ñc sü tçn t¤i nghi»m
cõa c¡c b i to¡n li¶n quan: Möc 2.4.1 v· b i to¡n tüa quan h» bi¸n ph¥n; Möc
2.4.2 v· b i to¡n tüa c¥n b¬ng væ h÷îng; Möc 2.4.3 v· b i to¡n bao h m thùc
tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng; Möc 2.4.4 v· b i to¡n tüa c¥n b¬ng lþ t÷ðng; Möc
2.4.5 minh håa ùng döng v o c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto v  y¸u.

2.4.1. B i to¡n tüa quan h» bi¸n ph¥n

H» qu£ d÷îi �¥y tr¼nh b y mët c¡ch chùng minh kh¡c k¸t qu£ cõa �inh
Th¸ Löc cæng bè n«m 2008.
H» qu£ 2.4.1.Cho D,K, P1, P2 nh÷ trong �ành lþ 2.3.1, ¡nh x¤ Q(., t)

nûa li¶n töc d÷îi vîi méi t ∈ D. Cho R l  mët quan h» giúa c¡c ph¦n tû
y ∈ K, x ∈ D, t ∈ D. Gi£ sû:

i) Vîi t ∈ D, quan h» R(., ., t) giúa c¡c ph¦n tû y ∈ K, x ∈ D l  quan
h» �âng;

ii) R l  quan h» Q- KKM.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P1(x̄) v 
R(y, x̄, t) x£y ra vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

2.4.2. B i to¡n tüa c¥n b¬ng væ h÷îng

K¸t qu£ d÷îi �¥y �÷ñc chùng minh trüc ti¸p tø �ành lþ 2.3.1 v  nâ công
ch½nh l  k¸t qu£ cõa Nguy¹n Xu¥n T§n v  �inh Th¸ Löc �¢ cæng bè n«m
2004.

H» qu£ 2.4.2. Cho D,K, P1, P2 nh÷ trong �ành lþ 2.3.1, ¡nh x¤ Q(., t)

nûa li¶n töc d÷îi vîi méi t ∈ D. Cho ¡nh x¤ Φ : K × D × D → R l 
h m thüc (Q,R+)− gièng tüa lçi theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù ba v 
Φ(y, x, x) = 0 vîi måi y ∈ K, x ∈ D. Hìn núa, gi£ thi¸t r¬ng, vîi t ∈ D,
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Φ(., ., t) : K ×D → R l  h m nûa li¶n töc tr¶n. Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D �º
x̄ ∈ P1(x̄) v 

Φ(y, x̄, t) ≥ 0 vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

Trong c¡c h» qu£ ti¸p theo cõa c¡c Möc 2.4.3 v  2.4.4, ta gi£ thi¸t C l 
nân lçi �âng trong Y .

2.4.3. B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng

Tø �ành lþ 2.3.1, ta thu �÷ñc mët sè k¸t qu£ v· sü tçn t¤i nghi»m cho c¡c
lo¤i bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng tr¶n, d÷îi. K¸t qu£ n y suy ra c¡c
k¸t qu£ cõa �inh Th¸ Löc v  Nguy¹n Xu¥n T§n �¢ cæng bè n«m 2004.
H» qu£ 2.4.3.Cho D,K, P1, P2 nh÷ trong �ành lþ 2.3.1 v  ¡nh x¤ Q :

D ×D → 2K thäa m¢n vîi måi t ∈ D cè �ành, ¡nh x¤ Q(., t) : D → 2K

l  nûa li¶n töc d÷îi. Cho G,H : K × D × D → 2Y l  c¡c ¡nh x¤ �a trà
câ gi¡ trà comp­c v  G(y, x, x) ⊆ H(y, x, x) + C vîi måi (y, x) ∈ K ×D.
Hìn núa, gi£ sû:

i) Vîi méi t ∈ D cè �ành, ¡nh x¤ G(., ., t) : K × D → 2Y l  (−C)�
li¶n töc d÷îi v  ¡nh x¤ �a trà N : K × D → 2Y , �ành ngh¾a bði
N(y, x) = H(y, x, x), l  C�li¶n töc tr¶n;

ii) �nh x¤ G l  (Q,C)�gièng tüa lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n
thù ba.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D �º x̄ ∈ P1(x̄) v 

G(y, x̄, t) ⊆ H(y, x̄, x̄) + C vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

T÷ìng tü ta chùng minh �÷ñc k¸t qu£ cho b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n
ph¥n lþ t÷ðng d÷îi. Möc 2.4.4 tr¼nh b y c¡c k¸t qu£ tçn t¤i nghi»m cho c¡c
b i to¡n tüa c¥n b¬ng lþ t÷ðng.

2.4.5. C¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto v  y¸u

Möc n y nghi¶n cùu sü tçn t¤i nghi»m cõa c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto
v  y¸u (x²t cho c£ hai tr÷íng hñp C-lçi v  C�gièng nh÷ tüa lçi), c¡c Bê �·
2.4.1, 2.4.2, 2.4.3, 2.4.4 �÷ñc sû döng trong chùng minh c¡c k¸t qu£ ch½nh.
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Bê �· 2.4.1. Cho F : K×D×D → 2Y l  ¡nh x¤ �a trà vîi gi¡ trà khæng
réng v  C : K × D → 2Y l  ¡nh x¤ nân vîi F (y, x, x) ∩ C(y, x) 6= ∅ vîi
måi x ∈ D v  y ∈ K. Hìn núa, gi£ sû r¬ng:

i) Vîi x ∈ D, y ∈ K,F (y, ., x) : D → 2Y l  C(y, .)-hemi li¶n töc lþ t÷ðng
d÷îi;

ii) Vîi y ∈ K,F (y, ., .) l  C(y, .)-gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n;

iii) Vîi y ∈ K,F (y, ., .) l  C(y, .)-lçi d÷îi theo �÷íng ch²o (ho°c, C(y, .)-
gièng tüa lçi d÷îi theo �÷íng ch²o) �èi vîi bi¸n thù hai.

Khi �â, vîi t ∈ D, y ∈ K, c¡c m»nh �· sau t÷ìng �÷ìng:

1) F (y, t, x) 6⊆ −(C(y, t)\{0}) vîi måi x ∈ D;

2) F (y, x, t) ⊆ −C(y, x) vîi måi x ∈ D.

Ph¡t biºu t÷ìng tü vîi c¡c tr÷íng hñp cán l¤i.

2.4.5.1. C¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto v  y¸u lo¤i 1

Cho S : D ×K → 2D, T : D ×K → 2K v  G : K ×D ×D → 2Y l  c¡c
¡nh x¤ �a trà câ gi¡ trà khæng réng. C l  nân lçi �âng trong Y . C¡c b i to¡n
tüa c¥n b¬ng Pareto tr¶n (d÷îi) v  y¸u tr¶n (d÷îi) lo¤i 1 l¦n l÷ñt �÷ñc ph¡t
biºu nh÷ sau:

1. T¼m x̄, ȳ ∈ D ×K sao cho

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

G(ȳ, x̄, z) 6⊆ (−C \ {0}) vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ).

2. T¼m x̄, ȳ ∈ D ×K sao cho

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

G(ȳ, x̄, z) ∩ (−C \ {0}) = ∅ vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ).

3. T¼m x̄, ȳ ∈ D ×K sao cho

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

G(ȳ, x̄, z) 6⊆ (−intC) vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ).
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4. T¼m x̄, ȳ ∈ D ×K sao cho

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

G(ȳ, x̄, z) ∩ (−intC) = ∅ vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ).

C¡c �ành lþ ti¸p theo chùng minh sü tçn t¤i nghi»m cõa c¡c b i to¡n tüa
c¥n b¬ng Pareto v  y¸u lo¤i 1.

�ành lþ 2.4.2.(B i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto d÷îi lo¤i 1). Gi£ sû D,K

t÷ìng ùng l  c¡c tªp con khæng réng lçi comp­c cõa khæng gian tæpæ
tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff X,Z, G : K × D × D → 2Y l  ¡nh
x¤ �a trà câ gi¡ trà khæng réng v  G(y, x, x) ⊆ C vîi måi x ∈ D, y ∈ K
thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

i) S l  ¡nh x¤ li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng; T l  ¡nh x¤ nûa
li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng;

ii) Vîi (x, y) ∈ D ×K, ¡nh x¤ G(y, ., x) : D → 2Y l  C� hemi li¶n töc
lþ t÷ðng tr¶n;

iii) Vîi y ∈ K, G(y, ., .) l  C-gi£ �ìn �i»u m¤nh d÷îi;

iv) Vîi (x, y) ∈ K, G(y, x, .) l  C�lçi tr¶n (ho°c, C�gièng tüa lçi tr¶n);

v) G l  ¡nh x¤ C� li¶n töc tr¶n.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D, ȳ ∈ K sao cho

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

G(ȳ, x̄, z) ∩ (−C \ {0}) = ∅ vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ),

T÷ìng tü, ta câ c¡c k¸t qu£ tçn t¤i nghi»m cho c¡c b i to¡n cán l¤i (xem c¡c
�ành lþ 2.4.3, 2.4.4, 2.4.5).

2.4.5.2. C¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto v  y¸u lo¤i 2

Trong möc n y ta x²t ¡nh x¤ G : D ×D → 2Y , ¡nh x¤ nân C : D → 2Y

câ gi¡ trà kh¡c réng.
C¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto tr¶n (d÷îi) v  y¸u tr¶n (d÷îi) lo¤i 2 l¦n

l÷ñt �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau:
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1) T¼m x̄ ∈ D sao cho
x̄ ∈ P (x̄) v  G(x̄, x) 6⊆ −(C(x̄) \ {0}), vîi måix ∈ P (x̄);

2) T¼m x̄ ∈ D sao cho
x̄ ∈ P (x̄) v  G(x̄, x) ∩ −(C(x̄) \ {0}) = ∅, vîi måi x ∈ P (x̄);

3) T¼m x̄ ∈ D sao cho
x̄ ∈ P (x̄) v  G(x̄, x) 6⊆ −intC(x̄), vîi måi x ∈ P (x̄);

4) T¼m x̄ ∈ D sao cho
x̄ ∈ P (x̄) v  G(x̄, x) ∩ −intC(x̄) = ∅, vîi måi x ∈ P (x̄).

�ành lþ 2.4.9. (B i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto d÷îi lo¤i 2) Gi£ sû D,K l 
c¡c tªp khæng réng, lçi v  comp­c, P l  ¡nh x¤ �a trà li¶n töc vîi gi¡ trà
khæng réng lçi �âng. V  gi£ sû ¡nh x¤ �a trà G : D ×D → 2Y câ gi¡ trà
khæng réng, C : D → 2Y l  ¡nh x¤ nân vîi G(x, x) ⊆ C(x) vîi måi x ∈ D,
thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

i) Vîi t ∈ D, G(., t) : D → 2Y l  C-hemi li¶n töc m¤nh d÷îi;

ii) Vîi x ∈ D, y ∈ K, tªp

A = {t ∈ D| G(x, t) ∩ −C(x) 6= ∅} �âng trong D;

iii) G l  C-gi£ �ìn �i»u m¤nh d÷îi;

iv) G l  C-lçi tr¶n theo �÷íng ch²o (ho°c, C-gièng tüa lçi tr¶n theo �÷íng
ch²o) �èi vîi bi¸n thù hai.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v 

G(x̄, t) ∩ (−C(x̄)\{0}) = ∅ vîi måi t ∈ P (x̄).

C¡c k¸t qu£ tçn t¤i nghi»m cho c¡c b i to¡n cán l¤i �÷ñc tr¼nh b y trong c¡c
�ành lþ 2.4.7, 2.4.8, 2.4.9. �°c bi»t, trong c¡c �ành lþ �â, khi thay ¡nh x¤ G
bði ¡nh x¤ F : D × D → 2Y , F (x, t) = 〈G(x), θ(x, t)〉, (x, t) ∈ D × D, ð
�¥y G : D → 2L(X,Y ) ta câ c¡c k¸t qu£ tçn t¤i nghi»m cho b i to¡n b§t �¯ng
thùc tüa bi¸n ph¥n v²ctì (xem c¡c H» qu£ 2.4.9, 2.4.10, 2.4.11, 2.4.12).

Chó þ. N¸u Y = R, C(x̄) ≡ R+ v  G : D → X∗ l  ¡nh x¤ hemi li¶n töc v 
�ìn �i»u; P (x) ≡ D, θ(x, t) = t − x, vîi måi x, t ∈ D, th¼ H» qu£ 2.4.9 trð
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th nh: Tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho

〈G(x̄), t− x̄〉 ≥ 0,

(�i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi 〈G(t), x̄− t〉 ≥ 0), vîi måi t ∈ D.
(2.9)

�¥y ch½nh l  b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n Stampacchia (công l  b§t �¯ng thùc
bi¸n ph¥n Minty) cê �iºn m  chóng tæi s³ x²t �¸n trong ch÷ìng cuèi cõa luªn
¡n.

2.5. Sü ên �ành cõa c¡c tªp nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng
têng qu¡t

Cho X,Z,D,K, Y, C nh÷ ð c¡c möc tr÷îc. Cho Λ,Γ,Σ l  c¡c khæng gian
tæpæ Hausdorff. Cho Pi : D × Λ → 2D, i = 1, 2, Q : D × D × Γ → 2K

v  F : K × D × D × Σ → 2Y . Ta x²t b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t
phö thuëc tham sè: T¼m x̄ ∈ P1(x̄, λ) sao cho 0 ∈ F (y, x̄, t, µ) vîi måi t ∈
P2(x̄, λ), y ∈ Q(x̄, t, γ).

Vîi méi λ ∈ Λ, µ ∈ Γ, γ ∈ Σ, ta �°t E(λ) = {x ∈ P1(x, λ)}; M(λ, γ, µ) =

{x ∈ D | x ∈ E(λ) v  0 ∈ F (y, x, t, µ) vîi måi t ∈ P1(x, λ), y ∈ Q(x, t, γ)}.
Trong Möc 2.3, ta �¢ t¼m �÷ñc �i·u ki»n �õ �º M(λ, γ, µ) 6= ∅. D÷îi �¥y,
ta s³ t¼m �i·u ki»n �õ �º ¡nh x¤ nghi»m câ c¡c t½nh ch§t ên �ành nh÷: T½nh
nûa li¶n töc tr¶n, t½nh nûa li¶n töc d÷îi theo ngh¾a cõa Berge �èi vîi c¡c bi¸n
(λ, γ, µ).

�ành lþ 2.5.1.Cho (λ0, γ0, µ0) ∈ Λ× Γ× Σ, v  gi£ sû:

i) P1 l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc tr¶n, câ gi¡ trà comp­c; P2 l  ¡nh x¤ nûa
li¶n töc d÷îi;

ii) Q l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi vîi £nh comp­c;

iii) Tªp A = {(y, x, λ, γ, µ) | x ∈ E(λ), 0 ∈ F (y, x, t, γ) vîi måi t ∈
P2(x, λ), y ∈ Q(x, t, µ)} l  �âng.

Khi �â, ¡nh x¤ M l  nûa li¶n töc tr¶n v  �âng t¤i (λ0, γ0, µ0).
�ành lþ 2.5.2.�nh x¤ M nûa li¶n töc d÷îi t¤i (λ0, γ0, µ0) n¸u c¡c �i·u
ki»n sau �¥y �÷ñc thäa m¢n:

i) E l  ¡nh x¤ �a trà nûa li¶n töc d÷îi t¤i λ0;

ii) �nh x¤ Q nûa li¶n töc tr¶n v  nhªn gi¡ trà comp­c;
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iii) P2 l  ¡nh x¤ �âng;

iv) Tªp A = {(y, x, t, λ, γ, µ) ∈ D×D×D×Λ×Γ×Σ | x ∈ P1(x, λ), 0 /∈
F (y, x, t, λ, γ, µ), t ∈ P2(x, λ), y ∈ Q(x, t, µ)} l  tªp �âng.

K�T LU�N CH×ÌNG 2
Trong ch÷ìng n y, ð c¡c Möc 2.3 v  2.4 chóng tæi �¢ chùng minh �i·u

ki»n tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2 v  c¡c b i
to¡n li¶n quan nh÷: b i to¡n tüa c¥n b¬ng væ h÷îng, bao h m thùc tüa bi¸n
ph¥n, b i to¡n tüa quan h» bi¸n ph¥n v  �°c bi»t l  c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng
Pareto v  y¸u, c¡c b i to¡n b§t �¯ng thùc tüa bi¸n ph¥n v²ctì. Trong Möc
2.5, chóng tæi chùng minh t½nh ên �ành cõa tªp nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n
b¬ng têng qu¡t. K¸t qu£ n y �¢ �÷ñc cæng bè trong [3].
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Ch÷ìng 3. B�I TO�N BAO H�M THÙC TÜA BI�N PH�N
PARETO HÉN HÑP

3.1. Giîi thi»u b i to¡n

Cho X, Y, Y1, Y2, Z l  c¡c khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Haus-
dorff. Gi£ sû D ⊂ X,K ⊂ Z l  c¡c tªp con khæng réng v  Ci ⊆ Yi, i = 1, 2,

l  c¡c nân lçi, �âng. K½ hi»u 2A l  tªp hñp c¡c tªp con cõa tªp hñp A. C¡c ¡nh
x¤ �a trà S : D×K → 2D, T : D×K → 2K, P : D → 2D, Q : K×D → 2K

v  F1 : K ×K ×D → 2Y1, F2 : K ×D ×D → 2Y2, ta câ c¡c b i to¡n sau:

1) B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp tr¶n-
tr¶n
T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0}) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, t) 6⊆ F2(y, x̄, x̄)− (C2 \ {0}) vîi måi t ∈ P (x̄),

y ∈ Q(x̄, t).

2) B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp tr¶n-
d÷îi
T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ (F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, x̄) 6⊆ F2(y, x̄, t) + (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ P (x̄),

y ∈ Q(x̄, t).

3) B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp d÷îi-
tr¶n
T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, ȳ, x̄) 6⊆ F1(ȳ, v, x̄) + (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, t) 6⊆ (F2(y, x̄, x̄)− (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ P (x̄),

y ∈ Q(x̄, t).

4) B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp d÷îi-
d÷îi
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T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, ȳ, x̄) 6⊆ F1(ȳ, v, x̄) + (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, x̄) 6⊆ F2(y, x̄, t) + (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ P (x̄),

y ∈ Q(x̄, t).

C¡c b i to¡n tr¶n cho ta mët cæng cö tèt �º nghi¶n cùu lîp c¡c b i to¡n
tüa c¥n b¬ng, tüa bi¸n ph¥n, tüa tèi ÷u. Mët sè b i b¡o �¢ nghi¶n cùu b i
to¡n hén hñp giúa c¡c b i to¡n tr¶n, tuy nhi¶n, hå h u h¸t ch¿ quan t¥m �¸n
b i to¡n lo¤i 1 ho°c lo¤i 2. Möc �½ch cõa Ch÷ìng 3 cõa luªn ¡n n y l  nghi¶n
cùu sü tçn t¤i nghi»m cõa c¡c b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto
hén hñp. Nhi·u b i to¡n trong lþ thuy¸t tèi ÷u li¶n quan �¸n ¡nh x¤ �a trà
nh÷: c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto hén hñp, h» c¡c b i to¡n tèi ÷u Pareto,
b i to¡n tüa tèi ÷u Pareto hén hñp, b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n
Pareto lo¤i 1 (lo¤i 2),... câ thº �÷a �÷ñc v· c¡c b i to¡n bao h m thùc hén
hñp nâi tr¶n. Balaj v  �inh Th¸ Löc công �¢ x²t b i to¡n quan h» bi¸n ph¥n
hén hñp, tuy nhi¶n ð �â khæng câ ¡nh x¤ r ng buëc S, nghi»m cõa b i to¡n
�÷ñc t¼m tr¶n c£ tªp D.

3.2. Sü tçn t¤i nghi»m

Cho c¡c ¡nh x¤ �a trà S, T, P,Q v  Fi, i = 1, 2 vîi gi¡ trà khæng réng nh÷
trong ph¦n mð �¦u.

3.2.1. B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp
tr¶n-tr¶n

�ành lþ 3.2.1.Gi£ thi¸t c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n:

i) D,K l  c¡c tªp con khæng réng lçi comp­c;

ii) S l  ¡nh x¤ câ gi¡ trà khæng réng lçi v  câ nghàch £nh mð. T l 
¡nh x¤ �a trà li¶n töc vîi c¡c gi¡ trà khæng réng lçi �âng v  tªp
A = {(x, y) ∈ D ×K|(x, y) ∈ S(x, y)× T (x, y)} l  �âng;

iii) P câ nghàch £nh mð v  P (x) ⊆ S(x, y) vîi måi (x, y) ∈ A. Vîi t ∈ D,
Q(., t) : D → 2K l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà comp­c;

iv) �nh x¤ F1, F2 câ gi¡ trà khæng réng, comp­c y¸u. �nh x¤ F1 l  (−C1)−
li¶n töc tr¶n v  C1− li¶n töc d÷îi. Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ F2(., ., t) l 
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(−C2)- li¶n töc tr¶n v  vîi y ∈ K, ¡nh x¤ �a trà N2 : K ×D → 2Y2

x¡c �ành bði N2(y, x) = F2(y, x, x) l  C2−li¶n töc d÷îi;

v) Vîi (x, y) ∈ D×K, ¡nh x¤ F1(y, ., x) : K → 2Y1 l  C1− lçi d÷îi (ho°c,
C1−gièng tüa lçi d÷îi) v  vîi y ∈ K, ¡nh x¤ F2(y, ., .) : D×D → 2Y2

l  C2-lçi d÷îi theo �÷íng ch²o (ho°c, C2-gièng tüa lçi d÷îi theo �÷íng
ch²o) �èi vîi bi¸n thù hai;

Khi �â, tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ)ȳ ∈ T (x̄, ȳ) v 

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ (F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, t) 6⊆ (F2(y, x̄, x̄)− (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ P (x̄),

y ∈ Q(x̄, t).

3.2.2. B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp
tr¶n-d÷îi

�ành lþ 3.2.2.Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n:

i) D,K l  c¡c tªp con khæng réng lçi comp­c;

ii) S l  ¡nh x¤ câ gi¡ trà lçi khæng réng v  câ nghàch £nh mð; T l 
¡nh x¤ �a trà li¶n töc vîi c¡c gi¡ trà khæng réng, lçi, �âng v  tªp
A = {(x, y) ∈ D ×K|(x, y) ∈ S(x, y)× T (x, y)} �âng;

iii) P câ nghàch £nh mð v  P (x) ⊆ S(x, y) vîi måi (x, y) ∈ A. Vîi t ∈ D,
Q(., t) : D → 2K l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà comp­c;

iv) �nh x¤ F1 l  (−C1)− li¶n töc tr¶n v  C1− li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà
khæng réng, comp­c y¸u. Vîi méi t ∈ D cè �ành, ¡nh x¤ F2(., ., t)

l  (−C2)- li¶n töc d÷îi v  vîi méi y ∈ K cè �ành, ¡nh x¤ �a trà
N2 : K ×D → 2Y2 x¡c �ành bði N2(y, x) = F2(y, x, x) l  C2−li¶n töc
tr¶n;

v) Vîi (x, y) ∈ D×K, ¡nh x¤ F1(y, ., x) : K → 2Y1 l  C1− lçi d÷îi (ho°c,
C1−gièng tüa lçi d÷îi) v  vîi y ∈ K, ¡nh x¤ F2(y, ., .) : D×D → 2Y2

l  C2-lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai (ho°c, C2-gièng
tüa lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai).
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Khi �â tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, ȳ, x̄) 6⊆ (F1(ȳ, v, x̄) + (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, t) 6⊆ (F2(y, x̄, x̄)− (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ P (x̄),

y ∈ Q(x̄, t).

3.2.3. B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp
d÷îi-tr¶n

�ành lþ 3.2.3.Cho c¡c ¡nh x¤ �a trà S, T, P,Q v  Fi, i = 1, 2 vîi gi¡ trà
khæng réng nh÷ trong ph¦n mð �¦u.

Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n:

i) D,K l  c¡c tªp con khæng réng lçi comp­c;

ii) S l  ¡nh x¤ câ gi¡ trà lçi khæng réng v  câ nghàch £nh mð. T l 
¡nh x¤ �a trà li¶n töc vîi c¡c gi¡ trà khæng réng lçi �âng v  tªp
A = {(x, y) ∈ D ×K|(x, y) ∈ S(x, y)× T (x, y)} �âng;

iii) P câ nghàch £nh mð v  P (x) ⊆ S(x, y) vîi måi (x, y) ∈ A. Vîi t ∈ D,
Q(., t) : D → 2K l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà comp­c;

iv) �nh x¤ F1, F2 câ gi¡ trà khæng réng comp­c y¸u. �nh x¤ F1 l  C1−
li¶n töc tr¶n v  (−C1)− li¶n töc d÷îi. Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ F2(., ., t) l 
(−C2)- li¶n töc tr¶n v  vîi méi y ∈ K, ¡nh x¤ �a trà N2 : K×D → 2Y2

x¡c �ành bði N2(y, x) = F2(y, x, x) l  C2−li¶n töc d÷îi;

v) Vîi (x, y) ∈ D×K, ¡nh x¤ F1(y, ., x) : K → 2Y1 l  C1− lçi tr¶n (ho°c,
C1−gièng tüa lçi tr¶n) v  vîi y ∈ K, ¡nh x¤ F2(y, ., .) : D×D → 2Y2

l  C2-lçi d÷îi theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai (ho°c, C2-gièng
tüa lçi d÷îi theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai).

Khi �â, tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, ȳ, x̄) 6⊆ (F1(ȳ, v, x̄) + (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, t) 6⊆ (F2(y, x̄, x̄)− (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ P (x̄),

y ∈ Q(x̄, t).

3.2.4. B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp
d÷îi-d÷îi

�ành lþ 3.2.4.Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n:
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i) D,K l  c¡c tªp con khæng réng lçi comp­c;

ii) S l  ¡nh x¤ câ gi¡ trà khæng réng lçi v  câ nghàch £nh mð. T l 
¡nh x¤ �a trà li¶n töc vîi c¡c gi¡ trà khæng réng lçi �âng v  tªp
A = {(x, y) ∈ D ×K|(x, y) ∈ S(x, y)× T (x, y)} �âng;

iii) P câ nghàch £nh mð v  P (x) ⊆ S(x, y), vîi måi (x, y) ∈ A. Vîi t ∈ D,
Q(., t) : D → 2K l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà comp­c;

iv) �nh x¤ F1, F2 câ c¡c gi¡ trà khæng réng comp­c y¸u. �nh x¤ F1 l  C1−
li¶n töc tr¶n v  (−C1)− li¶n töc d÷îi. Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ F2(., ., t) l 
(−C2)- li¶n töc d÷îi v  vîi y ∈ K, ¡nh x¤ �a trà N2 : K ×D → 2Y2

x¡c �ành bði N2(y, x) = F2(y, x, x) l  C2−li¶n töc tr¶n;

v) Vîi (x, y) ∈ D×K, ¡nh x¤ F1(y, ., x) : K → 2Y1 l  C1− lçi tr¶n (ho°c,
C1−gièng tüa lçi tr¶n) v  vîi y ∈ K, ¡nh x¤ F2(y, ., .) : D×D → 2Y2

l  C2-lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai (ho°c, C2-gièng
tüa lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai).

Khi �â, tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, ȳ, x̄) 6⊆ (F1(ȳ, v, x̄) + (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, x̄) 6⊆ (F2(y, x̄, t) + (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ P (x̄),

y ∈ Q(x̄, t).

N¸u c¡c gi£ thi¸t cõa c¡c �ành lþ 3.2.1-3.2.4 �÷ñc thäa m¢n, trø i) v  iii)
(t÷ìng ùng) �÷ñc thay bði:

i') S l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà khæng réng, lçi;

iii') P l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi v  P (x) ⊆ S(x, y) vîi x ∈ S(x, y), y ∈
T (x, y) v  tªp con A = {(x, y) ∈ D × K|(x, y) ∈ S(x, y) × T (x, y)}
�âng,

th¼ k¸t luªn cõa c¡c �ành lþ tr¶n v¨n �óng.

3.3. Mët sè b i to¡n li¶n quan

Cho c¡c ¡nh x¤ �a trà S, T v  Fi, i = 1, 2 vîi gi¡ trà khæng réng nh÷ trong
ph¦n mð �¦u, ta x²t c¡c b i to¡n h» bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto nh÷
sau:
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3.3.1. H» bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto

1) H» bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto tr¶n
T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K thäa m¢n: x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0}) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(ȳ, x̄, t) 6⊆ F2(ȳ, x̄, x̄)− (C2 \ {0}) vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ).

2) H» bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto tr¶n v  d÷îi
T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K thäa m¢n: x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0}) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ);

F2(ȳ, x̄, x̄) 6⊆ (F2(ȳ, x̄, t) + (C2 \ {0}))vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ).

3) H» bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto d÷îi
T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K thäa m¢n: x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, ȳ, x̄) 6⊆ (F1(ȳ, v, x̄) + (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(ȳ, x̄, x̄) 6⊆ (F2(ȳ, x̄, t) + (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ).

Tø c¡c k¸t qu£ trong Möc 3.2, chóng tæi chùng minh �i·u ki»n tçn t¤i
nghi»m cho c¡c h» bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto lo¤i 1 (c¡c �ành lþ
3.3.1, 3.3.2, 3.3.3), cho b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto hén hñp bê sung th¶m
�i·u ki»n F1(y, y, x) ⊆ C1 v  F2(y, x, x) ⊆ C2 vîi måi (x, y) ∈ D ×K (c¡c
�ành lþ 3.3.4, 3.3.5).

K�T LU�N CH×ÌNG 3

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi �°t ra c¡c b i to¡n bao h m thùc tüa
bi¸n ph¥n Pareto hén hñp giúa lo¤i 1 v  lo¤i 2. Ð c¡c Möc 3.2 v  3.3, chóng
tæi chùng minh �i·u ki»n �õ �º c¡c b i to¡n �â tçn t¤i nghi»m v  ùng döng
v o c¡c b i to¡n h» bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto lo¤i 1 v  b i to¡n tüa
c¥n b¬ng Pareto hén hñp. C¡c k¸t qu£ ch½nh cõa ch÷ìng n y �¢ �÷ñc cæng
bè trong t i li»u [3] n«m 2013.
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Ch÷ìng 4. PH×ÌNG PH�P L�P T�M NGHI�M CÕA B�I
TO�N B�T ��NG THÙC BI�N PH�N

4.1. Giîi thi»u b i to¡n

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi s³ �÷a ra ph÷ìng ph¡p l°p t¼m nghi»m cõa
b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n (0.2), trong tr÷íng hñp tªp ch§p nhªn �÷ñc D l 
tªp �iºm b§t �ëng chung cõa mët hå húu h¤n c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n trong
khæng gian Hilbert. B i to¡n câ thº ph¡t biºu nh÷ sau: T¼m x ∈ D sao cho

〈G(x), x− x〉 ≥ 0,∀x ∈ D,
D =

n
∩
i=1

Fix(Ti),
(4.1)

vîi N ∈ N, Ti : X → X, i = 1, 2, ..., N, l  c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n. Tùc l ,
b i to¡n t¼m nghi»m cõa b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n giao cõa tªp c¡c �iºm
b§t �ëng chung cõa hå c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n Ti, i = 1, 2, ..., N. N¸u ta �ành
ngh¾a ¡nh x¤ �a trà P1, P2 : D → D nh÷ sau:

P1(x) = {t ∈ D : 〈Ti(x)− t, x− y〉 ≥ 0, vîi måi i = 1, 2, ..., n, y ∈ D},

P2(x) = {t ∈ D : 〈Ti(x)− t, x− y〉 > 0, vîi måi i = 1, 2, ..., n, y ∈ D},

v  F (y, x, t) = 〈G(x), y − t〉 − R+, y, x, t ∈ D. �°t K = D,Q(x, t) = D.

Ta x²t b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2: T¼m x̄ ∈ D, x̄ ∈ P1(x̄),
0 ∈ F (y, x̄, t), vîi måi t ∈ P2(x̄), y ∈ Q(x̄, t). N¸u b i to¡n n y câ nghi»m x̄

th¼ ta �÷ñc x̄ ∈ P1(x̄). Tùc l 

〈Ti(x̄)− x̄, x̄− y〉 ≥ 0, vîi måi y ∈ D, i = 1, 2, ..., n.

L§y y = Ti(x̄), i = 1, 2, ..., n, ta suy ra 〈Ti(x̄)−x̄, x̄−Ti(x̄)〉 ≥ 0, hay ‖ Ti(x̄)−
x̄ ‖≤ 0. Ta k¸t luªn Ti(x̄) = x̄, i = 1, 2, ..., n. Tø 0 ∈ F (y, x̄, t), vîi måi
t ∈ P2(x̄), y ∈ Q(x̄, t), ta suy ra 〈G(x̄), y − x̄〉 ≥ 0, vîi måi y ∈ D. Tùc l ,
x̄ l  nghi»m cõa b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n (4.1).

Ng÷ñc l¤i, n¸u x̄ l  nghi»m cõa b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n giao cõa tªp
t§t c£ c¡c �iºm b§t �ëng cõa c¡c ¡nh x¤ Ti, i = 1, 2, ..., N, th¼ hiºn nhi¶n x̄
công l  nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2 nâi tr¶n.

�ành lþ 4.1.1 giîi thi»u ph÷ìng ph¡p l°p cõa Xu v  Ori n«m 2001 �º t¼m
�iºm b§t �ëng chung cõa hå ¡nh x¤ khæng gi¢n, �ành lþ 4.1.2 cõa Zheng L.C.
v  Yao J.C n«m 2006 t¼m nghi»m cõa b i to¡n (4.1), �·u cho k¸t qu£ hëi tö
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y¸u. C£i ti¸n c¡c k¸t qu£ tr¶n, gi£m nhµ �i·u ki»n cho tham sè λk (thay �i·u
ki»n

∑∞
k=1 λk < ∞ bði �i·u ki»n λk → 0 khi k → ∞), chóng tæi x¥y düng

�÷ñc d¢y l°p hëi tö m¤nh tîi nghi»m cõa b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n
(4.1). �¥y ch½nh l  nëi dung cõa �ành lþ 4.2.1.

4.2. Ph÷ìng ph¡p l°p ©n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng chung cõa hå
húu h¤n c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n trong khæng gian Hilbert.

Cho khæng gian Hilbert X v  ¡nh x¤ G : X → X , c¡c tham sè µ ∈
(0, 2η/L2) v  t ∈ (0, 1), {λt}, {βi

t} ⊂ (0, 1), sao cho

λt → 0, khi t→ 0 v 

0 < lim inf
t→0

βi
t ≤ lim sup

t→0
βi
t < 1, 2, i = 1, 2, · · ·, N. (4.5)

D¢y l°p {xt} x¡c �ành bði

xt = T txt, T t := T t
0T

t
N ...T

t
1, t ∈ (0, 1), (4.6)

vîi ¡nh x¤ T t
i : X → X ,

T t
i x = (1− βi

t)x + βi
tTix, i = 1, 2, · · ·, N,

T t
0y = (I − λtµG)y, x, y ∈ X.

(4.7)

�ành lþ 4.2.1.Gi£ thi¸t r¬ng ¡nh x¤ G l  L-Lipschitz li¶n töc v  η-�ìn
�i»u m¤nh, vîi c¡c h¬ng sè L, η > 0 n o �â; {Ti}Ni=1 l  N ¡nh x¤ khæng
gi¢n tr¶n X sao cho D = ∩Ni=1Fix(Ti) 6= ∅. Khi �â, d¢y suy rëng {xt}
x¡c �ành bði (4.5)-(4.7) hëi tö m¤nh tîi nghi»m duy nh§t x̄ cõa (4.2) (vîi
D = X).

Ti¸p theo, cho αi ∈ [γi, 1) l  c¡c sè cè �ành, {Si}Ni=1 l  N ¡nh x¤ γi-gi£ co
ch°t tr¶n X . �ành lþ 4.2.2 mð rëng k¸t qu£ cõa �ành lþ 4.2.1 trong tr÷íng
hñp D = ∩Ni=1Fix(Si).
�ành lþ 4.2.2.Cho G : X → X l  ¡nh x¤ L-Lipschitz li¶n töc v  η-
�ìn �i»u m¤nh, vîi L, η l  nhúng sè thüc d÷ìng. Cho γi ∈ [0, 1), i =

1, N , hå ¡nh x¤ {Si}Ni=1 gçm N ¡nh x¤ γi-gi£ co ch°t tr¶n X sao cho
D = ∩Ni=1Fix(Si) 6= ∅. Cho αi ∈ [γi, 1), µ ∈ (0, 2η/L2) v  cho t ∈
(0, 1), {λt}, {βi

t} ⊂ (0, 1), nh÷ trong �ành lþ 4.2.1. Khi �â, d¢y {xt} x¡c
�ành bði

xt = T̃ txt, T̃ t := T t
0T̃

t
N ...T̃

t
1, t ∈ (0, 1),
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ð �¥y T̃iy = αiy + (1−αi)Siy, vîi i = 1, · · ·, N v  T t
0x = (I − λtµG)x, hëi

tö m¤nh tîi nghi»m duy nh§t x̄ cõa (4.2).
Ngo i ra, chóng tæi công x²t b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp

�iºm b§t �ëng chung cõa hå væ h¤n c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n trong khæng gian
Banach. K¸t qu£ n y �¢ �÷ñc cæng bè trong [5].

K�T LU�N CH×ÌNG 4

Trong ch÷ìng n y, ð Möc 4.2, chóng tæi �¢ �÷a ra ph÷ìng ph¡p l°p ©n t¼m
nghi»m cõa b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng chung
cõa mët hå húu h¤n c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n trong khæng gian Hilbert v  mð
rëng k¸t qu£ vîi hå c¡c ¡nh x¤ gi£ co ch°t. Ngo i ra, �º gi£i b i to¡n b§t �¯ng
thùc bi¸n ph¥n trong khæng gian Banach, chóng tæi �¢ �÷a ra ph÷ìng ph¡p
x§p x¿ m·m c£i bi¶n vîi ¡nh x¤ co y¸u cho mët hå væ h¤n ¡nh x¤ khæng gi¢n.
Trong c¡c k¸t qu£ cõa m¼nh, chóng tæi �¢ chùng minh �÷ñc sü hëi tö m¤nh
cõa c¡c d¢y l°p vîi mët sè �i·u ki»n �ìn gi£n hìn so vîi k¸t qu£ tr÷îc �â cõa
c¡c t¡c gi£ kh¡c. C¡c k¸t qu£ cõa ch÷ìng n y �¢ �÷ñc cæng bè trong hai b i
b¡o [2] v  [5].
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K�T LU�N CÕA LU�N �N
V� NHÚNG V�N �� MÐ

K¸t qu£ chõ y¸u

1) Luªn ¡n giîi thi»u v· c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t. Thi¸t lªp mët
sè �i·u ki»n �õ cho sü tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng
qu¡t, �°c bi»t, chùng minh sü tçn t¤i nghi»m cho c¡c b i to¡n lo¤i 2.

2) Ch¿ ra c¡c b i to¡n n y bao h m nhi·u b i to¡n trong lþ thuy¸t tèi ÷u
v²ctì nh÷ nhúng tr÷íng hñp �°c bi»t, �çng thíi thu �÷ñc mët sè k¸t qu£
mîi cho nhúng b i to¡n n y. �°c bi»t, luªn ¡n nghi¶n cùu v· c¡c b i to¡n
tüa c¥n b¬ng Pareto, tüa c¥n b¬ng y¸u tr¶n (d÷îi) lo¤i 1 v  lo¤i 2, nghi¶n
cùu t½nh ên �ành nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2.

3) Ph¡t biºu c¡c b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp v 
thi¸t lªp �i·u ki»n �õ �º c¡c b i to¡n n y câ nghi»m.

4) X¥y düng d¢y l°p ©n t¼m nghi»m cho b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n
væ h÷îng.

Mët sè v§n �· c¦n ti¸p töc nghi¶n cùu

1) T¼m hiºu th¶m v· nhúng ùng döng cõa c¡c k¸t qu£ v o mët sè b i to¡n
trong kinh t¸ v  mët sè l¾nh vüc kh¡c.

2) Ti¸p töc nghi¶n cùu t½nh phö thuëc tham sè cõa nghi»m cõa nhúng lo¤i
b i to¡n n y nh÷ t½nh nûa li¶n töc tr¶n, t½nh nûa li¶n töc d÷îi v  t½nh
li¶n töc Holder cõa ¡nh x¤ nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t.

3) T¼m mët sè thuªt to¡n gi£i c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t trong
nhúng tr÷íng hñp �°c bi»t.

4) Nghi¶n cùu b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t trong tr÷íng hñp c¡c tªp
D,K khæng comp­c, ch¿ lçi v  �âng.


