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Líi cam �oan

Tæi xin cam �oan �¥y l  cæng tr¼nh nghi¶n cùu cõa tæi d÷îi sü h÷îng d¨n cõa
GS. TSKH. Nguy¹n Xu¥n T§n. C¡c k¸t qu£ vi¸t chung vîi GS. TSKH Nguy¹n
Xu¥n T§n v  GS. TS. Nguy¹n B÷íng �¢ �÷ñc sü �çng þ cõa c¡c th¦y khi �÷a
v o luªn ¡n. C¡c k¸t qu£ n¶u trong luªn ¡n l  mîi ch÷a tøng �÷ñc ai cæng bè
tr÷îc �â.

T¡c gi£

Nguy¹n Thà Quýnh Anh



Líi c£m ìn

Luªn ¡n n y �÷ñc ho n th nh t¤i tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m - �¤i håc Th¡i
Nguy¶n d÷îi sü h÷îng d¨n cõa GS. TSKH. Nguy¹n Xu¥n T§n. Trong suèt qu¡
tr¼nh håc tªp v  nghi¶n cùu cõa t¡c gi£, GS. TSKH. Nguy¹n Xu¥n T§n �¢ tøng
b÷îc ch¿ d¨n t¡c gi£ mët c¡ch tªn t¼nh v  nghi¶m khc, truy·n cho t¡c gi£ r§t
nhi·u ki¸n thùc khoa håc v  cuëc sèng. T¡c gi£ xin b y tä láng bi¸t ìn s¥u sc
nh§t �¸n th¦y.

T¡c gi£ xin �°c bi»t c£m ìn GS. TS. Nguy¹n B÷íng, ng÷íi th¦y �¢ luæn quan
t¥m, gióp �ï v  t¤o �i·u ki»n cho t¡c gi£ tham gia semina còng nhâm nghi¶n
cùu cõa trong suèt qu¡ tr¼nh håc tªp vøa qua. Nh¥n dàp n y, t¡c gi£ công xin
�÷ñc b y tä láng bi¸t ìn tîi c¡c th¦y: GS. TSKH. Ph¤m Húu S¡ch, GS. TSKH.
Nguy¹n �æng Y¶n, PGS. TS. Nguy¹n B¡ Minh, PGS. TS. Nguy¹n N«ng T¥m,
PGS. TS. Ph¤m Hi¸n B¬ng, PGS. TS. H  Tr¦n Ph÷ìng, TS. Hç Minh To n �¢
ch¿ b£o tªn t¼nh v  cho nhúng þ ki¸n �âng gâp quþ b¡u cho luªn ¡n.

T¡c gi£ xin �÷ñc b y tä sü c£m ìn �¸n Ban Gi¡m hi»u, Ban chõ nhi»m Khoa
Khoa håc cì b£n tr÷íng �¤i håc Cæng ngh» Thæng tin v  Truy·n thæng, �¢ t¤o
måi �i·u ki»n thuªn lñi cho t¡c gi£ ho n th nh luªn ¡n cõa m¼nh. T¡c gi£ công
xin ch¥n th nh c£m ìn Ban Gi¡m �èc, Ban Sau �¤i håc �¤i håc Th¡i Nguy¶n;
Ban Gi¡m hi»u, Pháng Sau �¤i håc, Ban chõ nhi»m khoa To¡n, Bë mæn Gi£i
T½ch tr÷íng �¤i håc S÷ ph¤m - �¤i håc Th¡i Nguy¶n; Vi»n To¡n håc v  c¡c
nh  khoa håc t¤i c¡c cì sð, �¢ t¤o �i·u ki»n v  gióp �ï t¡c gi£ trong suèt qu¡
tr¼nh håc tªp, nghi¶n cùu v  ho n th nh luªn ¡n.

T¡c gi£ xin ch¥n th nh c£m ìn b¤n b±, �çng nghi»p, anh chà em nghi¶n cùu
sinh �¢ luæn gióp �ï, �ëng vi¶n v  kh½ch l» t¡c gi£ trong suèt qu¡ tr¼nh håc tªp,
nghi¶n cùu v  l m luªn ¡n.
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T¡c gi£ xin gûi t°ng bè mµ v  gia �¼nh th¥n y¶u cõa m¼nh ni·m vinh dü to
lîn n y.

T¡c gi£

Nguy¹n Thà Quýnh Anh
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MÐ ��U

1. Lþ do chån �· t i

Lþ thuy¸t tèi ÷u v²ctì �÷ñc h¼nh th nh tø þ t÷ðng v· c¥n b¬ng kinh t¸, lþ
thuy¸t gi¡ trà cõa Edgeworth [17] n«m 1881 v  Pareto [44] n«m 1909. Nh÷ng tø
nhúng n«m 1950 trð l¤i �¥y, sau nhúng cæng tr¼nh v· �i·u ki»n c¦n v  �õ cho
tèi ÷u cõa Kuhn - Tucker [31] n«m 1951, v· gi¡ trà c¥n b¬ng v  tèi ÷u Pareto
cõa Debreu [12] n«m 1954, lþ thuy¸t tèi ÷u v²ctì mîi trð th nh mët lþ thuy¸t
mîi cõa to¡n håc hi»n �¤i, vîi nhi·u ùng döng trong thüc t¸. Lþ thuy¸t tèi ÷u
v²ctì �÷ñc nghi¶n cùu kh¡ t¿ m¿ v  h» thèng trong cuèn s¡ch chuy¶n kh£o cõa
�inh Th¸ Löc [36]. �âng vai trá quan trång trong lþ thuy¸t tèi ÷u l  b i to¡n
t¼m cüc tiºu cõa h m f tr¶n tªp D: T¼m x̄ ∈ D sao cho

f(x̄) ≤ f(x), vîi måi x ∈ D, (0.1)

vîi D l  mët tªp con kh¡c réng trong khæng gian X, f : D → R l  mët h m
thüc. B i to¡n n y công �¢ �÷ñc nhi·u nh  to¡n håc nghi¶n cùu, mð rëng cho
¡nh x¤ �a trà trong c¡c khæng gian v²ctì. Chóng tæi quan t¥m �¸n lîp c¡c b i
to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t v  sü tçn t¤i nghi»m cõa chóng. C¡ch têng qu¡t
hâa c¡c b i to¡n nh÷ vªy cho ph²p ta nh¼n nhªn c¡c b i to¡n trong lþ thuy¸t
tèi ÷u mët c¡ch h» thèng v  nh§t qu¡n, v  nghi»m cõa chóng câ li¶n quan ch°t
ch³ vîi nhau. �º t¼m nghi»m c¡c b i to¡n tèi ÷u v  c¡c b i to¡n mð rëng, ng÷íi
ta th÷íng x¥y düng nhúng thuªt to¡n �º t¼m nghi»m cho tøng b i to¡n cö thº,
tòy thuëc �°c tr÷ng cõa méi lo¤i. Mët trong c¡c ph÷ìng ph¡p �â l  x¥y düng
c¡c d¢y l°p hëi tö v· nghi»m. Ch½nh v¼ vªy, vi»c t¼m �i·u ki»n �õ cho sü tçn t¤i
nghi»m cõa c¡c b i to¡n l  mët trong nhúng v§n �· quan trång khi nghi¶n cùu
c¡c b i to¡n trong lþ thuy¸t tèi ÷u. C¡c k¸t qu£ �¢ �÷ñc �÷a ra tr÷îc �¥y ch÷a
thüc sü têng qu¡t cho c¡c b i to¡n ho°c �i·u ki»n tçn t¤i nghi»m cán qu¡ ch°t.
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Vîi c¡c lþ do tr¶n, chóng tæi lüa chån �· t i nghi¶n cùu "B i to¡n tüa c¥n
b¬ng têng qu¡t v  mët sè ùng döng".

2. Möc �½ch cõa �· t i luªn ¡n

2.1. Möc �½ch thù nh§t cõa �· t i luªn ¡n l  x²t b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng
qu¡t, chùng minh �i·u ki»n �õ �º b i to¡n câ nghi»m v  nghi¶n cùu t½nh ên
�ành nghi»m cõa b i to¡n �â. Ngo i ra, luªn ¡n nghi¶n cùu mèi quan h» cõa b i
to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t vîi c¡c b i to¡n �¢ �÷ñc �÷a ra tr÷îc �â v  t¼m
mët sè ùng döng v o c¡c v§n �· trong kinh t¸, �i·u khiºn tèi ÷u v  mët sè l¾nh
vüc kh¡c.
2.2. Möc �½ch thù hai cõa �· t i luªn ¡n l  giîi thi»u c¡c b i to¡n bao h m
thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp, chùng minh �i·u ki»n �õ �º c¡c b i to¡n
�â câ nghi»m v  suy ra mët sè k¸t qu£ cho c¡c b i to¡n li¶n quan �¢ �÷ñc �÷a
ra tr÷îc �â.
2.3. Möc �½ch thù ba cõa �· t i luªn ¡n l  x¥y düng thuªt to¡n t¼m nghi»m
cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t, bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto trong
tr÷íng hñp �°c bi»t: T¼m nghi»m cõa b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n
tªp �iºm b§t �ëng chung cõa mët hå c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n.

3. �èi t÷ñng v  ph¤m vi nghi¶n cùu

Luªn ¡n tªp trung nghi¶n cùu t½nh li¶n töc, t½nh lçi (theo nân) cõa c¡c ¡nh
x¤ �ìn trà v  �a trà, t½nh KKM cõa ¡nh x¤ �a trà, t½nh lçi �âng cõa tªp hñp,...
�º t¼m ra �i·u ki»n tçn t¤i nghi»m cho b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t v  b i
to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp.

4. Ph÷ìng ph¡p nghi¶n cùu

Trong luªn ¡n, mët sè �ành lþ �iºm b§t �ëng �¢ �÷ñc dòng �º chùng minh
c¡c k¸t qu£ ch½nh: �ành lþ �iºm b§t �ëng Ky Fan, �ành lþ Fan-Browder v  mët
sè d¤ng t÷ìng �÷ìng kh¡c. Ngo i ra, ph÷ìng ph¡p væ h÷îng hâa c¡c b i to¡n
trong khæng gian v²ctì công �¢ �÷ñc sû döng mët c¡ch hi»u qu£.

5. Þ ngh¾a khoa håc v  thüc ti¹n
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C¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng v  bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n �¢ v  �ang �÷ñc
nhi·u nh  to¡n håc tr¶n th¸ giîi quan t¥m nghi¶n cùu. Trong n÷îc, câ thº kº
�¸n c¡c t¡c gi£ nh÷ Phan Quèc Kh¡nh, Ph¤m Húu S¡ch, ... , ngo i n÷îc câ Lin
L.J., �inh Th¸ Löc, ... Nhi·u cæng tr¼nh nghi¶n cùu khoa håc v· c¡c v§n �· n y
�¢ �÷ñc ra �íi, chóng câ nhi·u ùng döng trong gi£i quy¸t nhúng mæ h¼nh kinh
t¸, lþ thuy¸t trá chìi,... v  c¡c ng nh khoa håc kh¡c.

6. Têng quan v  c§u tróc luªn ¡n

�âng vai trá trung t¥m, b i to¡n tèi ÷u (0.1) câ mèi quan h» mªt thi¸t �¸n
nhi·u b i to¡n kh¡c trong lþ thuy¸t tèi ÷u, ch¯ng h¤n b i to¡n c¥n b¬ng, b§t
�¯ng thùc bi¸n ph¥n, b i to¡n �iºm b§t �ëng, b i to¡n c¥n b¬ng Nash trong mæ
h¼nh kinh t¸,...

N«m 1980, Stampacchia [30] �÷a ra b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n (0.2)
v  t¼m �i·u ki»n �õ �º b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n câ nghi»m. B i to¡n �÷ñc ph¡t
biºu nguy¶n thõy nh÷ sau: Cho D l  tªp con trong khæng gian Euclid húu h¤n
chi·u Rn, G : D → Rn l  ¡nh x¤ �ìn trà. T¼m x̄ ∈ D sao cho

〈G(x), x− x〉 ≥ 0 vîi måi x ∈ D. (0.2)

Khi f l  mët h m lçi, kh£ vi tr¶n tªp lçi D, th¼ b i to¡n tèi ÷u (0.1) t÷ìng �÷ìng
vîi b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n (0.2), vîi G(x) = ∇f(x). Sau �â, b i to¡n
�÷ñc mð rëng sang khæng gian væ h¤n chi·u v  th¶m h m sè ϕ : D → R. Cö
thº, cho D l  tªp con trong khæng gian Banach X vîi �èi ng¨u X∗, G : D → X∗

l  ¡nh x¤ �ìn trà, ϕ : D → R l  h m sè. Ta câ b i to¡n: T¼m x̄ ∈ D sao cho

〈G(x), x− x〉+ ϕ(x)− ϕ(x̄) ≥ 0 vîi måi x ∈ D.

Song song vîi b i to¡n n y, Minty [42] �¢ �÷a ra b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n
ph¥n sau �¥y: T¼m x̄ ∈ D ⊆ Rn sao cho

〈G(x), x− x〉 ≥ 0 vîi måi x ∈ D. (0.3)

Hai b§t �¯ng thùc n y l  ho n to n kh¡c nhau. Khi D l  tªp lçi th¼ tªp nghi»m
cõa (0.3) công l  tªp lçi. Nh÷ng tªp nghi»m cõa (0.2) nâi chung khæng lçi. Khi
G l  to¡n tû �ìn �i»u th¼ (0.2) t÷ìng �÷ìng vîi (0.3).
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Còng vîi c¡c b i to¡n tr¶n, ta cán câ b i to¡n �iºm b§t �ëng: Cho T : D → X

l  ¡nh x¤ �ìn trà. T¼m x̄ ∈ D sao cho

x̄ = T (x̄). (0.4)

N¸u T l  mët ¡nh x¤ li¶n töc v  ¡nh x¤ G := I − T , vîi I l  ¡nh x¤ �çng nh§t
tr¶n D, th¼ b i to¡n �iºm b§t �ëng (0.4) t÷ìng �÷ìng vîi b i to¡n b§t �¯ng
thùc bi¸n ph¥n (0.2) (xem [30]).

N«m 1994, Blum, E. v  Oettli, W. �¢ ph¡t biºu v  chùng minh sü tçn t¤i
nghi»m cõa b i to¡n �iºm c¥n b¬ng: Cho D l  tªp con cõa khæng gian tæpæ
tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff X,ϕ : D ×D → R. T¼m x̄ ∈ D sao cho

ϕ(t, x̄) ≥ 0 vîi måi t ∈ D. (0.5)

B i to¡n n y chùa c¡c b i to¡n (0.1), (0.2), (0.3) v  c¡c b i to¡n �iºm y¶n ngüa,
minimax, b i to¡n bò, b i to¡n �iºm b§t �ëng, . . . nh÷ nhúng tr÷íng hñp �°c
bi»t.

N«m 2002, Nguy¹n Xu¥n T§n v  Guerraggio, A. [24] �¢ ph¡t biºu v  chùng
minh sü tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n tüa tèi ÷u têng qu¡t hay cán gåi l  b i to¡n
tüa tèi ÷u phö thuëc tham sè lo¤i 1: Cho X,Z l  c¡c khæng gian tæpæ tuy¸n
t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff, D ⊆ X,K ⊆ Z l  nhúng tªp con kh¡c réng. Cho
S : D×K → 2D, T : D×K → 2K l  nhúng ¡nh x¤ �a trà, F : K ×D×D → R
l  h m sè. T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho

1) x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

2) F (ȳ, x̄, x̄) = min
t∈S(x,y)

F (ȳ, x̄, t).
(0.6)

B i to¡n (0.6) têng qu¡t hìn b i to¡n (0.5). Khi F khæng phö thuëc v o y,
F (x, x) = 0 vîi måi x ∈ D, ta ch¿ vi»c �°t S(x, y) ≡ D v  ϕ(t, x) = F (x, t)

vîi måi x, t ∈ D. Tø (0.6), ta câ ngay 0 = F (x̄, x̄) ≤ F (x̄, t),∀t ∈ D, tùc l 
ϕ(t, x̄) ≥ 0 vîi måi t ∈ D v  (0.5) �÷ñc thäa m¢n. C¡c b i to¡n tüa tèi ÷u lþ
t÷ðng lo¤i 2 công �¢ �÷ñc x²t �¸n trong b i b¡o [1], danh möc cæng tr¼nh �¢
cæng bè li¶n quan �¸n luªn ¡n.

B i to¡n (0.1) �¢ �÷ñc ph¡t biºu cho tr÷íng hñp v²ctì: Cho X, Y l  c¡c
khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng, D l  tªp con trong X, C l  nân
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trong Y . Nân C sinh ra quan h» thù tü tøng ph¦n tr¶n Y : x � y khi v  ch¿ khi
x − y ∈ C. Tø quan h» thù tü n y, ng÷íi ta �ành ngh¾a tªp c¡c �iºm húu hi»u
lþ t÷ðng, thüc sü, Pareto v  y¸u cõa tªp A ⊆ Y, (xem �ành ngh¾a 1.2.4). Ta k½
hi»u αMin(A/C) l  tªp c¡c �iºm húu hi»u α cõa tªp A �èi vîi nân C, (α l  lþ
t÷ðng, thüc sü, Pareto, y¸u). B i to¡n: T¼m x̄ ∈ D sao cho

F (x̄) ∈ αMin(F (D)/C), (0.7)

trong �â F : D → Y , �÷ñc gåi l  b i to¡n tüa tèi ÷u α v²ctì. �iºm x̄ �÷ñc gåi
l  nghi»m v  F (x̄) �÷ñc gåi l  gi¡ trà tèi ÷u α cõa (0.7).

N«m 1985, Nguy¹n Xu¥n T§n [47] �¢ mð rëng b i to¡n (0.2) cho tr÷íng hñp
¡nh x¤ �a trà v  tr÷íng hñp mi·n r ng buëc D thay �êi bði ¡nh x¤ �a trà S. Tùc
l , cho D l  tªp con cõa khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff
X vîi �èi ng¨u X∗. Cho S : D → 2D, P : D → 2X

∗
l  nhúng ¡nh x¤ �a trà v 

ϕ : D → R l  h m sè. B i to¡n: T¼m x̄ ∈ D, x̄ ∈ S(x̄) v  ȳ ∈ P (x̄) sao cho

〈y, x− x〉+ ϕ(x)− ϕ(x) ≥ 0 vîi måi x ∈ S(x), (0.8)

�÷ñc gåi l  b§t �¯ng thùc tüa bi¸n ph¥n �a trà.
N«m 1998, Nguy¹n Xu¥n T§n v  Phan Nhªt T¾nh [49] �¢ mð rëng b i to¡n

(0.3) cho tr÷íng hñp v²ctì. N«m 2000, Nguy¹n Xu¥n T§n v  Nguy¹n B¡ Minh
[40] mð rëng ti¸p cho tr÷íng hñp ¡nh x¤ �a trà v  chùng minh �ành lþ v· sü tçn
t¤i nghi»m cõa Blum-Oettli cho tr÷íng hñp n y.

N«m 2007, Lin J. L. v  Nguy¹n Xu¥n T§n [33] ph¡t biºu b i to¡n bao h m
thùc tüa bi¸n ph¥n lo¤i 1: Cho X,Z, Y l  c¡c khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi
�àa ph÷ìng Hausdorff, D ⊆ X,K ⊆ Z l  c¡c tªp kh¡c réng, C ⊆ Y l  nân. Cho
S : D ×K → 2D, T : D ×K → 2K , Pi : D → 2D, i = 1, 2, Q : D ×D → 2K , F :

K ×D ×D → 2Y , l  nhúng ¡nh x¤ �a trà.
B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng tr¶n (d÷îi) lo¤i 1: T¼m (x̄, ȳ) ∈

D ×K sao cho

1) x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

2) F (ȳ, x̄, t) ⊆ F (ȳ, x̄, x̄) + C vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ),(
F (ȳ, x̄, t) ∩ F (ȳ, x̄, x̄) + C 6= ∅ vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ)

)
.

(0.9)
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B i to¡n �÷ñc gåi l  b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto tr¶n (d÷îi)
lo¤i 1: T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho

1) x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

2) F (ȳ, x̄, t) 6⊆ F (ȳ, x̄, x̄)− (C \ {0}) vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ),(
F (ȳ, x̄, t) ∩ F (ȳ, x̄, x̄)− (C \ {0}) = ∅ vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ)

)
.

(0.10)

T÷ìng tü, ta công câ thº ph¡t biºu c¡c b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n
thüc sü v  bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n y¸u lo¤i 1.

N«m 2004, �inh Th¸ Löc v  Nguy¹n Xu¥n T§n [38] �÷a ra c¡c lo¤i b i to¡n
bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lo¤i 2. B i to¡n: T¼m x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v 

F (y, x̄, t) ⊆ F (y, x̄, x̄) + C vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t),(
F (y, x̄, t) ∩ F (y, x̄, x̄) + C 6= ∅ vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t)

)
,

(0.11)

�÷ñc gåi l  b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng tr¶n (d÷îi) lo¤i 2.
B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto tr¶n (d÷îi) lo¤i 2 �÷ñc ph¡t

biºu nh÷ sau: T¼m x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P1(x̄) v 

F (y, x̄, t) 6⊆ F (y, x̄, x̄)− (C \ {0}) vîi måi t ∈ P2(x̄), y ∈ Q(x̄, t),(
F (y, x̄, x̄) 6⊆ F (y, x̄, t) + (C \ {0} vîi måi t ∈ P2(x̄), y ∈ Q(x̄, t)

)
.

(0.12)
T÷ìng tü, ta câ c¡c b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n thüc sü, y¸u tr¶n
(d÷îi) lo¤i 2. C¡c �ành lþ v· sü tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n bao h m thùc tüa
bi¸n ph¥n Pareto lo¤i 1 v  lo¤i 2, �¢ �÷ñc Bòi Th¸ Hòng v  Nguy¹n Xu¥n T§n
x²t trong [26], v  mët sè b i b¡o kh¡c �¢ �÷ñc gûi �«ng. Tø k¸t qu£ n y ta
suy ra nhi·u k¸t qu£ cho c¡c b i to¡n kh¡c, ch¯ng h¤n, b i to¡n tüa c¥n b¬ng
Pareto, tüa tèi ÷u Pareto lo¤i 1 v  lo¤i 2,...

Ti¸p sau c¡c k¸t qu£ nghi¶n cùu cõa Tr÷ìng Thà Thòy D÷ìng v  Nguy¹n
Xu¥n T§n v· b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 1, N«m 2011, chóng tæi ph¡t
biºu b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2: T¼m x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P1(x̄) v 

0 ∈ F (y, x̄, t) vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

C¡c lo¤i b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t n y chùa c¡c lo¤i b i to¡n bao h m
thùc tüa bi¸n ph¥n, tüa c¥n b¬ng v  c¡c lo¤i b i to¡n quan h» bi¸n ph¥n lo¤i 1
v  lo¤i 2 nh÷ nhúng tr÷íng hñp ri¶ng.
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Tr÷ìng Thà Thòy D÷ìng [13] �¢ chùng minh sü tçn t¤i nghi»m cho b i to¡n
tüa c¥n b¬ng têng qu¡t hén hñp: T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho

1) x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

2) 0 ∈ F (ȳ, ȳ, x̄, t) vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ),

3) 0 ∈ G(y, x̄, t) vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t).

Ð �¥y X, Y1, Y2, Z l  c¡c khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff,
¡nh x¤ F : K×K×D×D → 2Y , G : K×D×D → 2Y v  c¡c ¡nh x¤ P,Q, S, T
nh÷ tr¶n. T¡c gi£ �÷a ra �i·u ki»n tçn t¤i nghi»m cho b i to¡n tüa c¥n b¬ng
têng qu¡t vîi gi£ thi¸t iv) kh¡ ch°t, d÷îi d¤ng mët b i to¡n kh¡c m  ta ch÷a
x¡c �ành �÷ñc khi n o nâ câ nghi»m.

Möc �½ch cõa luªn ¡n n y l  ph¡t biºu v  chùng minh sü tçn t¤i nghi»m cõa
b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t, t¼m mèi li¶n quan tîi c¡c b i to¡n kh¡c trong
lþ thuy¸t tèi ÷u v²ctì �a trà, �°c bi»t l  c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto, tüa
c¥n b¬ng y¸u v  bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp vîi nhúng gi£
thi¸t �ìn gi£n, v  cuèi còng, chóng tæi x¥y düng mët ph÷ìng ph¡p l°p �º gi£i
b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng chung cõa mët hå húu
h¤n c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n trong khæng gian Hilbert. B i to¡n n y l  tr÷íng
hñp �°c bi»t cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t v  b i to¡n bao h m thùc tüa
bi¸n ph¥n Pareto hén hñp.

Ch÷ìng 1 giîi thi»u mët sè ki¸n thùc cì b£n cõa gi£i t½ch �a trà �÷ñc sû döng
trong c¡c ch÷ìng ch½nh cõa luªn ¡n.

Ch÷ìng 2 d nh cho b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t. �ành lþ 2.3.1 cho b i
to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2, H» qu£ 2.4.2 cho b i to¡n tüa c¥n b¬ng væ
h÷îng, H» qu£ 2.4.1 cho b i to¡n tüa quan h» bi¸n ph¥n, c¡c H» qu£ 2.4.3 v 
2.4.4 cho c¡c b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng, c¡c H» qu£ 2.4.5
v  2.4.6 cho c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng lþ t÷ðng. �°c bi»t, ta ch¿ ra mët sè k¸t
qu£ v· sü tçn t¤i nghi»m cho c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto (y¸u) tr¶n (d÷îi)
lo¤i 1 (lo¤i 2) li¶n quan tîi ¡nh x¤ �ìn �i»u (xem c¡c �ành lþ 2.4.3, 2.4.2, 2.4.5,
2.4.4, 2.4.7, 2.4.6, 2.4.9 v  2.4.8). Ch÷ìng n y �÷ñc vi¸t düa tr¶n k¸t qu£ cõa
b i b¡o [5] trong danh möc cæng tr¼nh �¢ cæng bè cõa t¡c gi£ li¶n quan �¸n luªn
¡n.
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Ch÷ìng 3 nghi¶n cùu 4 b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén
hñp. C¡c �ành lþ 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 v  3.2.4 ch¿ ra �i·u ki»n �õ �º tçn t¤i nghi»m
cõa tøng lo¤i. H» qu£ cõa c¡c �ành lþ tr¶n l  sü tçn t¤i nghi»m cõa c¡c b i to¡n
li¶n quan nh÷: b i to¡n h» bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto, c¡c b i to¡n tüa
tèi ÷u Pareto, tüa c¥n b¬ng Pareto hén hñp. Nëi dung ch½nh cõa ch÷ìng n y
�÷ñc l§y tø b i b¡o [3] trong danh möc cæng tr¼nh �¢ cæng bè cõa t¡c gi£ li¶n
quan �¸n luªn ¡n.

Trong ch÷ìng 4, chóng tæi ch¿ ra r¬ng, b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n, vîi
c¡c �i·u ki»n �÷ñc �°t ra, thäa m¢n c¡c �ành lþ ch½nh v· sü tçn t¤i nghi»m ð
Ch÷ìng 2 v  Ch÷ìng 3. Sau �â, chóng tæi x¥y düng mët ph÷ìng ph¡p l°p ©n �º
t¼m nghi»m cõa b i to¡n �â (xem c¡c �ành lþ 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3). Nëi dung cõa
ch÷ìng n y �¢ �÷ñc cæng bè trong hai b i b¡o [2] v  [4] trong danh möc cæng
tr¼nh �¢ cæng bè cõa t¡c gi£ li¶n quan �¸n luªn ¡n.



Ch÷ìng 1

MËT SÈ KI�N THÙC CÌ B�N

�èi vîi méi b i to¡n �÷ñc �°t ra trong to¡n håc, ph£i �÷ñc x¡c �ành trong
mët khæng gian cö thº, câ nh÷ vªy, ta mîi x¡c �ành �÷ñc nghi»m c¦n t¼m cõa b i
to¡n n¬m trong khæng gian n o. Ch½nh v¼ vªy, tr÷îc khi nghi¶n cùu nhúng b i
to¡n �÷ñc n¶u trong luªn ¡n, ta c¦n nhc l¤i nhúng khæng gian, nhúng ki¸n thùc
cì b£n c¦n dòng trong nhúng ch÷ìng ti¸p theo cõa luªn v«n. Ta bt �¦u b¬ng
vi»c nhc l¤i v· khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff, khæng
gian m  ta th÷íng �°t ra c¡c b i to¡n trong lþ thuy¸t tèi ÷u v²ctì �a trà.

1.1 Khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff

Trong möc n y, ta x²t lîp khæng gian trøu t÷ñng: khæng gian tæpæ. Ta câ c¡c
kh¡i ni»m giîi h¤n, l¥n cªn, tªp �âng, tªp mð. Ta nâi r¬ng khæng gian n y câ
c§u tróc tæpæ. Ph¦n lîn c¡c ki¸n thùc trong möc n y �÷ñc tham kh£o tø cuèn
s¡ch H m thüc v  Gi£i t½ch h m cõa GS. Ho ng Töy ([3]).

1.1.1. Khæng gian tæpæ

�ành ngh¾a 1.1.1. Cho X l  mët tªp hñp.

1) Mët hå G nhúng tªp con cõa X �÷ñc gåi l  l  mët tæpæ tr¶n X n¸u:

i) Hai tªp ∅, X �·u thuëc hå G;

ii) G k½n �èi vîi ph²p giao húu h¤n, tùc l  giao cõa mët sè húu h¤n tªp
thuëc hå G th¼ công thuëc hå G;

iii) G k½n �èi vîi ph²p hñp b§t k¼, tùc l  hñp cõa mët sè húu h¤n hay væ
h¤n tªp thuëc hå G th¼ công thuëc hå G.

2) Tªp X còng vîi tæpæ G tr¶n X �÷ñc gåi l  khæng gian tæpæ (X,G) (hay
khæng gian tæpæ X).
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3) C¡c tªp thuëc hå G �÷ñc gåi l  tªp mð.

4) Khi câ hai tæpæ G,G ′tr¶n X, n¸u G ⊆ G ′, ta nâi tæpæ G y¸u hìn (thæ hìn)
tæpæ G ′ hay tæpæ G ′ m¤nh hìn (màn hìn) tæpæ G. Tr÷íng hñp khæng câ
quan h» �â, ta nâi hai tæpæ khæng so s¡nh �÷ñc.

Trong khæng gian metric (X, d), hå τ c¡c tªp mð trong X công l  mët tæpæ
tr¶n X, ta gåi nâ l  tæpæ metric d, �i·u �â câ ngh¾a l , måi khæng gian metric
(bao gçm c£ khæng gian �ành chu©n v  Hilbert), �·u l  khæng gian tæpæ.

Trong mët khæng gian tæpæ �¢ ngh¾a c¡c tªp mð, ta câ thº �ành ngh¾a �÷ñc
kh¡i ni»m l¥n cªn, giîi h¤n, ph¦n trong, bao �âng, . . . mët c¡ch kh¡i qu¡t hìn
c¡c kh¡i ni»m �¢ �ành ngh¾a trong khæng gian metric.

�ành ngh¾a 1.1.2. Cho khæng gian tæpæ (X,G), A ⊆ X.

1) Tªp con U cõa khæng gian X �÷ñc gåi l  l¥n cªn cõa A n¸u U bao h m
mët tªp mð chùa A;

2) L¥n cªn cõa ph¦n tû x ∈ X l  l¥n cªn cõa tªp con {x}. Hå t§t c£ c¡c l¥n
cªn cõa mët �iºm gåi l  h» l¥n cªn cõa �iºm �â.

�ành ngh¾a 1.1.3. Cho X, Y l  hai khæng gian tæpæ.

1) Mët ¡nh x¤ f : X → Y �÷ñc gåi l  li¶n töc t¤i �iºm x ∈ X n¸u vîi méi l¥n
cªn U cõa f(x) trong Y, �·u tçn t¤i l¥n cªn V cõa x trong X thäa m¢n
f(V ) ⊆ U.

2) �nh x¤ f gåi l  li¶n töc tr¶n khæng gian tæpæ X n¸u f li¶n töc t¤i måi
�iºm thuëc X.

T÷ìng tü, kh¡i ni»m ¡nh x¤ �çng phæi, ¡nh x¤ mð, �âng, . . . �÷ñc mð rëng
mët c¡ch tü nhi¶n trong khæng gian tæpæ. Mët tæpæ câ thº �÷ñc x¡c �ành tø
mët hå con cõa nâ, �÷ñc gåi l  cì sð cõa tæpæ �â.

�ành ngh¾a 1.1.4. Cho khæng gian tæpæ (X,G),

1) Cho x ∈ X, hå Vx n o �â gçm c¡c l¥n cªn cõa �iºm x �÷ñc gåi l  mët cì
sð �àa ph÷ìng cõa tæpæ G t¤i �iºm x (hay cì sð l¥n cªn t¤i x), n¸u vîi b§t
k¼ l¥n cªn U cõa �iºm x luæn tçn t¤i tªp V ∈ Vx sao cho x ∈ V ⊆ U.
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2) Hå con V c¡c ph¦n tû cõa G �÷ñc gåi l  mët cì sð cõa tæpæ G tr¶n X n¸u
måi ph¦n tû cõa G �·u l  hñp cõa mët sè ph¦n tû thuëc V .

3) Hå conM c¡c ph¦n tû cõa G �÷ñc gåi l  mët ti·n cì sð cõa tæpæ G tr¶n
X n¸u hå c¡c giao húu h¤n câ thº câ c¡c tªp con thuëc M l  mët cì sð
cõa tæpæ G.

�ành ngh¾a 1.1.5. Khæng gian tæpæ (X,G) �÷ñc gåi l  khæng gian Hausdorff

n¸u �èi vîi hai �iºm kh¡c nhau tòy þ x, y ∈ X luæn tçn t¤i c¡c l¥n cªn U cõa
x, V cõa y sao cho U ∩ V = ∅.

Mët khæng gian v²ctì hay cán gåi l  khæng gian tuy¸n t½nh câ thº cán �÷ñc
trang bà mët c§u tróc tæpæ. Ta câ kh¡i ni»m: khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh.

1.1.2. Khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh

�ành ngh¾a 1.1.6. Cho X l  mët khæng gian v²ctì tr¶n tr÷íng K.

1) Mët tæpæ τ tr¶nX �÷ñc gåi l  t÷ìng th½ch vîi c§u tróc �¤i sè cõaX n¸u c¡c

¡nh x¤
(+) : X ×X → X,

(x, y) 7→ x+ y;
v 

(.) : K×X → X,

(λ, x) 7→ λx,
�·u l  c¡c ¡nh x¤

li¶n töc.

2) Mët khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh hay khæng gian v²ctì tæpæ tr¶n tr÷íng K
l  mët c°p (X, τ), trong �â X l  mët khæng gian v²ctì tr¶n tr÷íng K, cán
τ l  mët tæpæ t÷ìng th½ch vîi c§u tróc �¤i sè cõa X.

Trong sè c¡c khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh, lîp khæng gian �°c bi»t quan trång
l  khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng.

�ành ngh¾a 1.1.7. Mët khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh X �÷ñc gåi l  khæng gian

tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng (v  tæpæ cõa nâ l  tæpæ lçi �àa ph÷ìng), n¸u trong
X câ mët cì sð l¥n cªn (cõa gèc) gçm to n tªp lçi. Hìn vªy, n¸u khæng gian
tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng X �çng thíi l  khæng gian Hausdorff th¼ X �÷ñc
gåi l  khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff.

V½ dö 1.1.1. Khæng gian �ành chu©n, khæng gian Hilbert l  c¡c khæng gian
tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff.
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Cho X l  khæng gian Hilbert, chóng ta nhc l¤i mët sè k¸t qu£ s³ �÷ñc sû
döng trong c¡c chùng minh ð ch÷ìng 4.

M»nh �· 1.1.1. ([39]). Ta câ c¡c kh¯ng �ành sau:

i) ‖x+ y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2〈y, x+ y〉, ∀x, y ∈ X.

ii) Vîi t ∈ [0, 1], ‖(1 − t)x + ty‖2 = (1 − t)‖x‖2 + t‖y‖2 − (1 − t)t‖x −
y‖2, vîi måix, y ∈ X.

Vîi méi ¡nh x¤ khæng gi¢n T tr¶n X, ¡nh x¤ F : X → X l  L−Lipschitz li¶n
töc v  η− �ìn �i»u m¤nh, �°t T t = Tx− tµF (Tx), x ∈ H, t ∈ [0, 1], ta câ:

M»nh �· 1.1.2. ([53]) ‖T tx − T ty‖ ≤ (1 − λtτ)‖x − y‖, vîi måi x, y ∈ X,

µ ∈ (0, 2η/L2) v  τ = 1−
√

1− µ(2η − µL2) ∈ (0, 1).

M»nh �· 1.1.3. (Nguy¶n lþ nûa �âng [23]). Cho D l  tªp con lçi, �âng trong

khæng gian Hilbert X. Gi£ sû ¡nh x¤ T : D → D l  ¡nh x¤ khæng gi¢n. N¸u T

câ �iºm b§t �ëng, th¼ I − T l  nûa �âng; tùc l , n¸u {xk} l  d¢y b§t k¼ trong D

hëi tö y¸u tîi x ∈ D n o �â v  d¢y {(I − T )xk} hëi tö m¤nh tîi y n o �â, th¼

k²o theo (I − T )x = y.

1.2 Nân v  ¡nh x¤ �a trà

Trong to¡n håc v  trong thüc t¸, ta g°p nhi·u b i to¡n li¶n quan �¸n ph²p
t÷ìng ùng mët �iºm cõa tªp hñp n y vîi mët tªp con cõa tªp hñp kia. Mët
ph²p t÷ìng ùng nh÷ vªy �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ �a trà. �º x¡c �ành thù tü trong
khæng gian v  x²t nhúng b i to¡n li¶n quan �¸n ¡nh x¤ câ gi¡ trà l  v²ctì ho°c
¡nh x¤ �a trà, ng÷íi ta �÷a ra kh¡i ni»m nân. Tø �â, ta mð rëng �÷ñc c¡c kh¡i
ni»m �¢ bi¸t cõa khæng gian sè thüc ho°c sè phùc cho khæng gian tæpæ tuy¸n
t½nh. Möc n y d nh cho c¡c kh¡i ni»m, t½nh ch§t cõa nân, ¡nh x¤ �a trà v  c¡c
kh¡i ni»m câ li¶n quan. C¡c ki¸n thùc cõa möc n y �÷ñc tham kh£o tø hai cuèn
s¡ch cõa GS. Nguy¹n Xu¥n T§n v  PGS. Nguy¹n B¡ Minh ([1], [2]).

1.2.1. Nân

�ành ngh¾a 1.2.1. Cho Y l  khæng gian tuy¸n t½nh v  C ⊆ Y. Ta nâi r¬ng C
l  nân câ �¿nh t¤i gèc (gåi tt l  nân) trong Y n¸u tc ∈ C, ∀c ∈ C, t ≥ 0.
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N¸u Y l  khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh, C l  nân trong Y , ta k½ hi»u clC, intC,

convC l¦n l÷ñt l  bao �âng, ph¦n trong, bao lçi cõa nân C.

�ành ngh¾a 1.2.2. Cho X, Y l  c¡c khæng gian tuy¸n t½nh. �nh x¤ �a trà C :

X → 2Y �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ nân n¸u C(x) l  nân trong Y vîi måi x ∈ X∩domC.

Ta th÷íng quan t¥m tîi c¡c lo¤i nân sau:

1) Nân C l  nân lçi ( nân �âng) n¸u tªp C l  tªp lçi (tªp �âng);

2) Ta k½ hi»u l(C) = C ∩ (−C) l  ph¦n trong tuy¸n t½nh cõa nân C. Nân C
�÷ñc gåi l  nân nhån n¸u l(C) = {0};

Vîi nân C cho tr÷îc, ta câ thº �ành ngh¾a quan h» thù tü trong Y nh÷ sau:
i) ∀x, y ∈ Y, x �C y n¸u x− y ∈ C, (câ thº vi¸t x � y n¸u khæng sñ nh¦m l¨n);
ii) ∀x, y ∈ Y, k½ hi»u x � y n¸ux− y ∈ C\l(C);
iii) ∀x, y ∈ Y, k½ hi»u x �� y n¸ux− y ∈ intC.
N¸u C l  nân lçi th¼ quan h» thù tü tr¶n l  tuy¸n t½nh v  nâ l  quan h» thù tü
tøng ph¦n tr¶n Y. Hìn núa, n¸u C l  nân nhån th¼ quan h» tr¶n câ t½nh ch§t
ph£n �èi xùng, câ ngh¾a l  n¸u x � y v  x � y th¼ x = y.

�ành ngh¾a 1.2.3. Cho Y l  khæng gian tuy¸n t½nh, Y ∗ l  khæng gian tæpæ �èi
ng¨u cõa Y , < ξ, y > l  gi¡ trà cõa ξ ∈ Y ∗ t¤i y ∈ Y . Nân �èi ng¨u C ′ v  nân

�èi ng¨u ch°t C ′+ cõa C l¦n l÷ñt �÷ñc �ành ngh¾a l :

C ′ = {ξ ∈ Y ∗|〈ξ, c〉 ≥ 0, vîi måi c ∈ C},

C ′+ = {ξ ∈ Y ∗|〈ξ, c〉 > 0, vîi måi c ∈ C \ l(C)}.

Tø quan h» thù tü sinh bði nân, ta câ thº �ành ngh¾a �÷ñc �iºm húu hi»u
cõa mët tªp hñp b§t k¼ (xem [36]), cö thº nh÷ sau:

�ành ngh¾a 1.2.4. Cho Y l  khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh vîi thù tü sinh bði
nân C,A l  tªp con cõa Y.

1) �iºm x ∈ A �÷ñc gåi l  �iºm húu hi»u lþ t÷ðng cõa tªp A �èi vîi nân C
n¸u y − x ∈ C vîi måi y ∈ A.

Tªp �iºm húu hi»u lþ t÷ðng cõa A �èi vîi nân C k½ hi»u l  IMin(A|C).
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2) �iºm x ∈ A �÷ñc gåi l  �iºm húu hi»u Pareto (cüc tiºu Pareto) cõa tªp A
�èi vîi nân C n¸u khæng tçn t¤i y ∈ A, y 6= x �º x− y ∈ C \ l(C).

Tªp �iºm húu hi»u Pareto cõa A �èi vîi nân C k½ hi»u l  PMin(A|C) ho°c
�ìn gi£n hìn l  Min(A|C).

3) �iºm x ∈ A �÷ñc gåi l  �iºm húu hi»u y¸u cõa tªp A �èi vîi nân C (trong
tr÷íng hñp intC 6= ∅ v  C 6= Y ) n¸u x ∈ Min(A| (intC ∪ {0}). Tùc l  x l 
�iºm húu hi»u Pareto cõa tªp A �èi vîi nân (intC ∪ {0}) .

Tªp �iºm húu hi»u y¸u cõa A �èi vîi nân C k½ hi»u l  WMin(A|C) hay
WMin(A).

4) �iºm x ∈ A �÷ñc gåi l  �iºm húu hi»u thüc sü cõa tªp A �èi vîi nân C
n¸u tçn t¤i nân lçi C̃ kh¡c to n khæng gian v  chùa C \ l(C) trong ph¦n
trong cõa nâ sao cho x ∈ PMin(A|C̃).

Tªp �iºm húu hi»u thüc sü cõa A �èi vîi nân C k½ hi»u l  PrMin(A|C).

Tø �ành ngh¾a tr¶n ta câ IMin(A|C) ⊆ PrMin(A|C) ⊆ Min(A|C) ⊆WMin(A|C).

1.2.2. �nh x¤ �a trà

Cho hai tªp hñp X, Y,D ⊆ X l  tªp con.

�ành ngh¾a 1.2.5. �nh x¤ F : D → Y bi¸n méi �iºm x ∈ D th nh mët tªp
con F (x) cõa Y , (F (x) câ thº b¬ng réng), �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ �a trà. Ta k½ hi»u
2Y l  hå c¡c tªp con cõa Y v  F : D → 2Y l  ¡nh x¤ �a trà tø tªp D v o tªp Y .

N¸u vîi méi x ∈ X, F (x) ch¿ gçm mët ph¦n tû th¼ F gåi l  ¡nh x¤ �ìn trà,
ta sû döng k½ hi»u quen thuëc F : X → Y.

�ành ngh¾a 1.2.6. Cho D ⊆ X, Ta gåi mi·n x¡c �ành v  �ç thà cõa ¡nh x¤
G : D → 2Y t÷ìng ùng l  c¡c tªp hñp

domG = {x ∈ D| G(x) 6= ∅} ,

Gr(G) = {(x, y) ∈ D × Y | y ∈ G(x)} .

1) �nh x¤ G �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ �âng (t÷ìng ùng, mð ), n¸u �ç thà Gr(G) cõa
nâ l  tªp con �âng (mð) trong khæng gian X × Y.
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2) �nh x¤ G �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ compc, n¸u bao �âng clG(D) cõa G(D) l 
mët tªp compc trong khæng gian Y .

3) �nh x¤ G gåi l  câ nghàch £nh mð, n¸u vîi måi y ∈ Y, tªp G−1(y) = {x ∈
D | y ∈ G(x)} l  mð.

N¸u G(x) l  tªp �âng (compc) vîi måi x ∈ D th¼ ta nâi ¡nh x¤ G câ gi¡

trà �âng (t÷ìng ùng, câ gi¡ trà compc).

Tø �ành ngh¾a ta th§y,

i) G l  ¡nh x¤ �âng khi v  ch¿ khi vîi måi d¢y suy rëng {xα} ⊆ D, {yα} ⊆
Y, xα → x, yα ∈ G(xα), ta câ y ∈ G(x).

ii) Khi X, Y l  c¡c khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh v  ¡nh x¤ F : X → 2Y câ £nh
ng÷ñc t¤i méi �iºm l  tªp mð trong X th¼ ¡nh x¤ bao lçi coF : X → 2Y

cõa nâ, (coF )(x) = coF (x), công câ t½nh ch§t nh÷ vªy (xem [50]).

1.2.3. T½nh li¶n töc cõa ¡nh x¤ �a trà

Cho X, Y l  c¡c khæng gian tæpæ, D ⊆ X. Ta bi¸t r¬ng, ¡nh x¤ �ìn trà f tø
D v o Y �÷ñc gåi l  li¶n töc t¤i �iºm x ∈ X n¸u vîi måi tªp mð V chùa f(x)

�·u tçn t¤i tªp mð U chùa x sao cho f(x′) ∈ V vîi måi x′ ∈ U ∩D. �èi vîi ¡nh
x¤ �a trà, f(x) ∈ V t÷ìng ùng vîi hai kh£ n«ng: F (x) ⊆ V ho°c F (x) ∩ V = ∅.
Tø �â câ thº mð rëng tø kh¡i ni»m li¶n töc �èi vîi ¡nh x¤ �ìn trà sang ¡nh
x¤ �a trà theo hai c¡ch kh¡c nhau v  ta câ hai kh¡i ni»m ho n to n kh¡c nhau:
¡nh x¤ �a trà nûa li¶n töc tr¶n v  nûa li¶n töc d÷îi. Hai kh¡i ni»m n y �÷ñc
�÷a ra �¦u ti¶n n«m 1932 bði B.Bouligand v  K.Kuratowski (theo Aubin v 
Frankowska (1990)). Sau �â, Berge ([7]) �¢ kh£o s¡t kh¡ k¾ v· v§n �· n y. Ta
nhc l¤i �ành ngh¾a cõa Berge.

�ành ngh¾a 1.2.7. Cho tªp con D ⊆ X, ¡nh x¤ �a trà F : D → 2Y .

1) F �÷ñc gåi l  nûa li¶n töc tr¶n (d÷îi) (vi¸t gån l  u.s.c (t÷ìng ùng, l.s.c))
t¤i x̄ ∈ D n¸u méi tªp mð V chùa F (x̄) (t÷ìng ùng, F (x̄) ∩ V 6= ∅), tçn
t¤i l¥n cªn mð U cõa x̄ sao cho F (x) ⊆ V (t÷ìng ùng, F (x) ∩ V 6= ∅) vîi
måi x ∈ U ∩D.
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2) F �÷ñc gåi l  u.s.c (l.s.c) tr¶n D n¸u nâ l  u.s.c (t÷ìng ùng, l.s.c) t¤i måi
�iºm x ∈ D.

C¡c v½ dö sau �¥y ch¿ ra r¬ng hai kh¡i ni»m ¡nh x¤ �a trà nûa li¶n töc tr¶n,
nûa li¶n töc d÷îi l  ho n to n kh¡c nhau.

V½ dö 1.2.1. L§y X = Y = R, D = [−a, a], vîi a ∈ R, a > 0. �nh x¤

F : D → 2R, F (x) =

 {0}, n¸u x = 0,

[− a, a], n¸u x 6= 0.

1) F nûa li¶n töc d÷îi t¤i x = 0. Thªt vªy, V l  tªp mð b§t k¼, V ∩F (0) 6= ∅
(trong tr÷íng hñp n y V chùa 0 = F (0)). Khi �â, rã r ng, l§y mët l¥n cªn
U cõa �iºm x = 0, l§y b§t k¼ x′ ∈ U, x′ 6= 0 th¼ F (x′) = [−a, a] ∩ V 6= ∅
(chóng chùa 0).

2) F khæng nûa li¶n töc tr¶n t¤i x = 0.

Thªt vªy, l§y tªp mð V =
(
−a

2 ,
a
2

)
, F (0) = {0} ⊂ V. Måi l¥n cªn U cõa 0,

l§y b§t k¼ x′ ∈ U, x′ 6= 0 th¼ F (x′) = [−a, a] 6⊆ V.

V½ dö 1.2.2. T÷ìng tü ta chùng minh �÷ñc r¬ng ¡nh x¤

H : D → 2R, H(x) =

 [− a, a], n¸u x = 0,

{0}, n¸u x 6= 0,

nûa li¶n töc tr¶n nh÷ng khæng nûa li¶n töc d÷îi t¤i x = 0.

Ti¸p theo, cho X v  Y l  c¡c khæng tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff,
D ⊆ X,K ⊆ Y . C¡c m»nh �· sau n¶u l¶n c¡c �i·u ki»n c¦n, �õ �º ¡nh x¤ �a
trà l  nûa li¶n töc tr¶n, nûa li¶n töc d÷îi.

M»nh �· 1.2.1. ([47]) Gi£ thi¸t F : D → 2Y l  ¡nh x¤ �a trà vîi gi¡ trà compc.

Khi �â F l  nûa li¶n töc d÷îi t¤i x ∈ D n¸u v  ch¿ n¸u vîi måi y ∈ F (x) v 

vîi måi d¢y {xα} trong D hëi tö tîi x, tçn t¤i d¢y {yα}, yα ∈ F (xα) vîi måi α

v  yα → y.

M»nh �· 1.2.2. ([54]) �nh x¤ �a trà F câ nghàch £nh mð th¼ nûa li¶n töc d÷îi.
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�i·u ng÷ñc l¤i khæng �óng, ch¯ng h¤n trong v½ dö tr¶n, ¡nh x¤ F nûa li¶n
töc d÷îi nh÷ng c¡c nghàch £nh {0}, [−a, 0), (0, a] khæng mð.

M»nh �· 1.2.3. ([6]) N¸u F : D → 2K l  ¡nh x¤ �a trà nûa li¶n töc tr¶n vîi

gi¡ trà �âng th¼ F l  ¡nh x¤ �âng. Ng÷ñc l¤i n¸u F l  ¡nh x¤ �âng v  K l  tªp

compc, th¼ F l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc tr¶n.

M»nh �· sau �¥y n¶u �i·u ki»n c¦n v  �õ �º mët ¡nh x¤ nân nûa li¶n töc
d÷îi.

M»nh �· 1.2.4. Gi£ sû C : D → 2Y l  ¡nh x¤ nân �a trà. Khi �â c¡c �i·u ki»n

sau l  t÷ìng �÷ìng:

1) C nûa li¶n töc d÷îi t¤i x0 ∈ domC;

2) Tçn t¤i l¥n cªn U cõa x0 sao cho

C(x0) ⊆ C(x),∀x ∈ U.

Cho X v  Y l  c¡c khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh, c¡c tªp con khæng réng
D ⊆ X,K ⊆ Y.

�ành ngh¾a 1.2.8. Cho F : K × D × D → 2Y l  mët ¡nh x¤ �a trà v 
C : K × D → 2Y l  ¡nh x¤ nân �a trà (vîi méi (y, x) ∈ K × D, C(y, x) l  mët
nân trong Y ).

1) F �÷ñc gåi l  C-li¶n töc tr¶n (d÷îi) t¤i �iºm (ȳ, x̄, t̄) ∈ dom F n¸u vîi måi
l¥n cªn V cõa gèc trong Y , tçn t¤i l¥n cªn U cõa �iºm (ȳ, x̄, t̄) sao cho

F (y, x, t) ⊆ F (ȳ, x̄, t̄) + V + C(ȳ, x̄)

(t÷ìng ùng, F (ȳ, x̄, t̄) ⊆ F (y, x, t) + V − C(ȳ, x̄)),

vîi måi (y, x, t) ∈ U ∩ domF .

2) N¸u F �çng thíi C�li¶n töc tr¶n v  C�li¶n töc d÷îi t¤i (ȳ, x̄, t̄), ta nâi F l 
C�li¶n töc t¤i (ȳ, x̄, t̄).

3) N¸u F l  C�li¶n töc tr¶n, li¶n töc d÷îi t¤i måi �iºm thuëc domF , ta nâi
F l  C�li¶n töc tr¶n, li¶n töc d÷îi tr¶n D.
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Nhªn x²t.

i) N¸u ¡nh x¤ nân C = {0} trong Y (C(y, x) = 0, ∀(y, x) ∈ K × D), ta nâi
r¬ng F l  li¶n töc tr¶n (d÷îi) thay v¼ {0}-li¶n töc tr¶n (d÷îi). V , F l  li¶n
töc n¸u nâ �çng thíi li¶n töc tr¶n v  d÷îi. N¸u th¶m gi£ thi¸t F (ȳ, x̄, t̄) l 
tªp compc th¼ ph¦n i) cõa �ành ngh¾a 1.2.8 tròng vîi �ành ngh¾a v· t½nh
nûa li¶n töc tr¶n v  nûa li¶n töc d÷îi cõa Berge.

ii) Trong tr÷íng hñp F l  ¡nh x¤ �ìn trà, kh¡i ni»m C�li¶n töc tr¶n v  C�li¶n
töc d÷îi l  mët v  ta nâi F l  C�li¶n töc. (�°c bi»t, n¸u F l  C−li¶n töc
t¤i (ȳ, x̄, t̄) v  Y = R, C = R+ (ho°c, C(y, x) = R−), th¼ F nûa li¶n töc
d÷îi (t÷ìng ùng, nûa li¶n töc tr¶n) t¤i (ȳ, x̄, t̄) theo ngh¾a thæng th÷íng).

V½ dö 1.2.3. Cho f : D → Y l  mët ¡nh x¤ �ìn trà. C l  ¡nh x¤ nân h¬ng (gi¡
trà t¤i måi �iºm �·u b¬ng nhau) trong Y. Khi §y ¡nh x¤ �a trà F (x) = f(x) + C
vøa l  C�li¶n töc tr¶n, vøa l  C�li¶n töc d÷îi t¤i nhúng �iºm m  f li¶n töc.

Trong [33], N.X. T§n v  Lin, L.J. �¢ �÷a ra c¡c �i·u ki»n c¦n v  �õ �º mët ¡nh
x¤ l  C�li¶n töc tr¶n (d÷îi).

1.2.4. T½nh lçi cõa ¡nh x¤ �a trà

Trong möc n y, chóng ta gi£ thi¸t X, Y l  c¡c khæng gian tuy¸n t½nh, D l 
tªp con lçi trong X. Vîi c¡c ¡nh x¤ �ìn trà, ta �¢ bi¸t �¸n c¡c kh¡i ni»m h m
lçi, h m tüa lçi, h m v²ctì lçi, gièng tüa lçi theo nân. C¡c kh¡i ni»m n y �÷ñc
mð rëng t÷ìng ùng trong tr÷íng hñp ¡nh x¤ �a trà.

�ành ngh¾a 1.2.9. Cho F : D → 2Y l  ¡nh x¤ �a trà v  C l  nân trong Y .

1) �nh x¤ F �÷ñc gåi l  C-lçi tr¶n (d÷îi) tr¶n D n¸u vîi måi x1, x2 ∈ D, α ∈
[0, 1] , ta câ αF (x1) + (1− α)F (x2) ⊆ F (αx1 + (1− α)x2) + C

(t÷ìng ùng, F (αx1 + (1− α)x2) ⊆ αF (x1) + (1− α)F (x2)− C).

2) �nh x¤ F �÷ñc gåi l  C-gièng tüa lçi tr¶n (d÷îi) tr¶n D n¸u vîi måi
x1, x2 ∈ D, α ∈ [0, 1],
F (x1) ⊆ F (αx1 + (1− α)x2) + C

ho°c,F (x2) ⊆ F (αx1 + (1− α)x2) + C,
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(t÷ìng ùng, F (αx1 + (1− α)x2) ⊆ F (x1)− C
ho°c, F (αx1 + (1− α)x2) ⊆ F (x2)− C).

Nhªn x²t. Ta d¹ th§y r¬ng:

i) Trong tr÷íng hñp F l  ¡nh x¤ �ìn trà, kh¡i ni»m C-lçi tr¶n (d÷îi) (ho°c,
C-gièng tüa lçi tr¶n (d÷îi)) l  nh÷ nhau v  ta nâi F l  C-lçi (ho°c, C-gièng
tüa lçi).

ii) Trong tr÷íng hñp Y = R, C = R+ v  F l  ¡nh x¤ �ìn trà, n¸u F l  ¡nh x¤
C-gièng tüa lçi �ìn trà th¼ F l  h m tüa lçi.

C¡c kh¡i ni»m ¡nh x¤ C-lçi tr¶n (d÷îi) hay C-gièng tüa lçi tr¶n (d÷îi) l  sü
têng qu¡t c¡c kh¡i ni»m t÷ìng ùng �èi vîi ¡nh x¤ �ìn trà. Câ thº th§y r¬ng,
¡nh x¤ C-lçi tr¶n (d÷îi) khæng ph£i l  ¡nh x¤ C-gièng tüa lçi tr¶n (d÷îi) v 
ng÷ñc l¤i.

V½ dö 1.2.4. ([22]) X²t c¡c ¡nh x¤ F,G : R→ R2, vîi F (x) = (x
1
3 , x) v  G(x) =

(x, 1− x). Vîi nân C = R2
+, ta d¹ d ng ch¿ ra �÷ñc r¬ng, F l  ¡nh x¤ C−gièng

tüa lçi nh÷ng khæng l  C-lçi v  ¡nh x¤ G l  C− lçi nh÷ng khæng l  C� gièng
tüa lçi.

�ành ngh¾a 1.2.10. Cho D l  tªp lçi trong X, F : D ×D → 2Y l  ¡nh x¤ �a
trà v  C : D → 2Y l  ¡nh x¤ nân.

1) F �÷ñc gåi l  C-lçi tr¶n (d÷îi) theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai
n¸u vîi måi tªp húu h¤n {x1, x2, ..., xn} ⊆ D, x ∈ co{x1, x2, ..., xn}, x =
n∑
j=1

αjxj, αj ≥ 0,
n∑
j=1

αj = 1, ta câ

n∑
j=1

αjF (x, xj) ⊆ F (x, x) + C(x)

( t÷ìng ùng, F (x, x) ⊆
n∑
j=1

αjF (x, xj)− C).

2) F �÷ñc gåi l  C-gièng tüa lçi tr¶n (d÷îi) theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù
hai n¸u vîi måi tªp húu h¤n {x1, x2, ..., xn} ⊆ D, x ∈ co{x1, x2, ..., xn}, x =
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n∑
j=1

αjxj, αj ≥ 0,
n∑
j=1

αj = 1, tçn t¤i ch¿ sè j ∈ {1, 2, ..., n} sao cho F (x, xj) ⊆

F (x, x) + C(x), (t÷ìng ùng, F (x, x) ⊆ F (x, xj)− C(x)).

V½ dö 1.2.5. Cho D l  tªp hñp con trong khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa
ph÷ìng X vîi �èi ng¨u X∗, T : D → X∗ l  ¡nh x¤ �ìn trà. Ta d¹ d ng ch¿ ra
r¬ng, ¡nh x¤ �ìn trà F : D ×D → R, F (x, t) = 〈T (x), x − t〉, x, t ∈ D, l  R+-
lçi tr¶n (d÷îi) theo �÷íng ch²o v  công l  R+� gièng tüa lçi tr¶n (d÷îi) theo

�÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai.

�ành ngh¾a 1.2.11. Cho c¡c ¡nh x¤ �a trà F : K×D×D → 2Y , Q : D×D →
2K . Cho C : K ×D → 2Y l  ¡nh x¤ nân �a trà. Ta gåi

1) F l  (Q, C)-gièng tüa lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù ba n¸u vîi
b§t k¼ tªp húu h¤n {x1, x2, ..., xn} ⊆ D, x ∈ co{x1, x2, ..., xn}, tçn t¤i ch¿
sè j ∈ {1, 2, ..., n} sao cho F (y, x, xj) ⊆ F (y, x, x) + C(y, x), vîi måi y ∈
Q(x, xj).

2) F l  (Q, C)-gièng tüa lçi d÷îi theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù ba n¸u vîi
b§t k¼ tªp húu h¤n {x1,2 , x..., xn} ⊆ D, x ∈ co{x1, x2, ..., xn} tçn t¤i ch¿
sè j ∈ {1, 2, ..., n} sao cho F (y, x, x) ⊆ F (y, x, xj) − C(y, x), vîi måi y ∈
Q(x, xj).

Cho X l  khæng gian lçi �àa ph÷ìng Hausdorff, X,Z l  c¡c khæng gian tæpæ
tuy¸n t½nh. C¡c tªp con khæng réng D ⊆ X,K ⊆ Z. Trong c¡c ph¦n ti¸p theo,
ta s³ sû döng nhi·u l¦n kh¡i ni»m ¡nh x¤ KKM v  c¡c mð rëng cõa nâ, cö thº
ta câ c¡c �ành ngh¾a sau:

�ành ngh¾a 1.2.12. �nh x¤ G : D → 2D �÷ñc gåi l  ¡nh x¤ KKM n¸u
vîi måi tªp con húu h¤n {t1, t2, ..., tn} ⊂ D v  x ∈ co{t1, t2, ..., tn}, tçn t¤i
tj ∈ {t1, t2, ..., tn} sao cho x ∈ F (tj).

�ành ngh¾a 1.2.13. 1) Cho F : K ×D ×D → 2X , Q : D ×D → 2K l  c¡c
¡nh x¤ �a trà. Ta nâi r¬ng ¡nh x¤ F l  Q- KKM n¸u vîi måi tªp húu h¤n
{t1, t2, ..., tn} ⊂ D v  x ∈ co{t1, t2, ..., tn}, tçn t¤i tj ∈ {t1, t2, ..., tn} sao cho
0 ∈ F (y, x, tj), vîi måi y ∈ Q(x, tj);
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2) Cho R l  mët quan h» hai ngæi tr¶n K ×D. Ta nâi quan h» R l  quan h»

�âng n¸u vîi måi d¢y suy rëng (yα, xα) hëi tö tîi (y, x) v  R(yα, xα) x£y
ra vîi måi α th¼ R(y, x) x£y ra;

3) Cho R l  mët quan h» ba ngæi tr¶n K ×D ×D. Ta nâi R l  quan h» Q-
KKM n¸u vîi måi tªp húu h¤n {t1, t2, ..., tn} ⊂ D v  x ∈ co{t1, t2, ..., tn},
tçn t¤i tj ∈ {t1, t2, ..., tn} sao cho R(y, x, tj) x£y ra, vîi måi y ∈ Q(x, tj).

Nhªn x²t.

i) N¸u F l  ¡nh x¤ Q-KKM th¼ 0 ∈ F (y, x, x) vîi måi y ∈ Q(x, x).

ii) Ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ G : D → 2D,

G(t) = {x ∈ D|0 ∈ F (y, x, t) vîi måi y ∈ Q(x, t)}.

Khi �â F l  ¡nh x¤ Q-KKM n¸u v  ch¿ n¸u G l  ¡nh x¤ KKM.

V½ dö 1.2.6. Cho D l  tªp hñp con trong khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa
ph÷ìng X vîi �èi ng¨u X∗, K l  tªp con cõa khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi
�àa ph÷ìng Z,Q : D × D → K tòy þ. T : K × D → X∗ l  ¡nh x¤ �ìn trà.
Ta d¹ d ng ch¿ ra r¬ng, ¡nh x¤ �ìn trà F : K × D × D → R, F (y, x, t) =

〈T (y, x), x − t〉, x, t ∈ D, y ∈ K, l  Q-KKM. Hìn vªy, n¸u ta �ành ngh¾a quan
h» ba ngæi R(y, x, t) n¸u v  ch¿ n¸u 0 ∈ F (y, x, t). Ta chùng minh �÷ñc r¬ng R
l  quan h» Q-KKM.

1.2.5. Mët sè �ành lþ �iºm b§t �ëng

N«m 1912, Brouwer �¢ chùng minh r¬ng, måi ¡nh x¤ li¶n töc tø mët h¼nh
c¦u �ìn và �âng trong Rn v o ch½nh nâ câ �iºm b§t �ëng. N«m 1922, Banach
�¢ chùng minh Nguy¶n lþ ¡nh x¤ co ch¿ ra sü tçn t¤i �iºm b§t �ëng cõa ¡nh
x¤ co. Hìn núa, æng cán x¥y düng �÷ñc d¢y l°p hëi tö tîi �iºm b§t �ëng �â.
N«m 1941, Kakutani, nh  to¡n håc Nhªt B£n, �¢ �÷a ra k¸t qu£ v· �iºm b§t
�ëng cõa ¡nh x¤ �a trà nûa li¶n töc tr¶n trong khæng gian húu h¤n chi·u. Sau
�â, n«m 1952, Ky Fan �¢ mð rëng k¸t qu£ tr¶n trong khæng gian lçi �àa ph÷ìng
Hausdorff. Trong chùng minh cõa c¡c k¸t qu£ trong c¡c ch÷ìng ti¸p theo, ta sû
döng c¡c �ành lþ sau.
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�ành lþ 1.2.1. (�ành lþ �iºm b§t �ëng Ky Fan [18]) Cho D l  mët tªp con lçi,

compc trong khæng gian lçi �àa ph÷ìng Hausdorff X, ¡nh x¤ F : D → 2D nûa

li¶n töc tr¶n vîi gi¡ trà khæng réng, lçi, �âng. Khi �â F câ �iºm b§t �ëng.

�ành lþ 1.2.2. (Bê �· Fan-KKM [19]) Gi£ sû D l  tªp con khæng réng cõa

khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh X, F : D → 2X l  ¡nh x¤ KKM vîi gi¡ trà �âng.

N¸u tçn t¤i x0 ∈ D sao cho F (x0) l  tªp compc trong X th¼

∩
x∈D

F (x) 6= ∅.

�ành lþ 1.2.3. (�ành lþ �iºm b§t �ëng Fan-Browder [11]) Cho D l  tªp con

khæng réng lçi compc cõa khæng gian lçi �àa ph÷ìng Hausdorff X v  F : D →
2D l  ¡nh x¤ �a trà thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau �¥y:

i) Vîi x ∈ D, F (x) l  tªp khæng réng v  lçi trong D;

ii) Vîi y ∈ D,F−1(y) l  tªp mð trong D.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ F (x̄).

Sau �¥y l  mët d¤ng t÷ìng �÷ìng cõa �ành lþ Fan-Browder.

�ành lþ 1.2.4. ([54]) Cho D l  tªp con khæng réng lçi compc cõa khæng gian

lçi �àa ph÷ìng Hausdorff X v  F : D → 2D l  ¡nh x¤ �a trà thäa m¢n c¡c �i·u

ki»n sau �¥y:

i) Vîi x ∈ D, x /∈ F (x) v  F (x) l  tªp lçi;

ii) Vîi y ∈ D,F−1(y) l  tªp mð trong D.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho F (x̄) = ∅.

�ành lþ 1.2.5. ([46]) Cho D,K t÷ìng ùng l  tªp con lçi compc khæng réng

trong khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff X, Y . Cho c¡c ¡nh

x¤ S : D×K → 2D, H : D×K → 2K ,M : D → 2D. Gi£ thi¸t c¡c �i·u ki»n sau

thäa m¢n:

i) S l  ¡nh x¤ �a trà vîi gi¡ trà lçi khæng réng v  câ c¡c nghàch £nh mð;
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ii) H l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc tr¶n vîi gi¡ trà lçi �âng khæng réng v  tªp A =

{(x, y) | x ∈ S(x, y), y ∈ H(x, y)} l  tªp �âng;

iii) M câ nghàch £nh mð v  vîi måi x ∈ D, x 6∈ coM(x).

Khi �â, tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D×K vîi x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ H(x̄, ȳ) v  S(x̄, ȳ)∩M(x̄) = ∅.



Ch÷ìng 2

B�I TO�N TÜA C�N B�NG

TÊNG QU�T

Trong ch÷ìng n y, ta s³ giîi thi»u c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t li¶n
quan tîi c¡c ¡nh x¤ �a trà. Sau �â, ta s³ t¼m nhúng �i·u ki»n �õ �º c¡c b i to¡n
n y câ nghi»m. Ta s³ ch¿ ra r¬ng, ph¦n lîn c¡c b i to¡n trong lþ thuy¸t tèi ÷u
�a trà nh÷ c¡c b i to¡n tèi ÷u v²ctì �a trà, bao h m thùc bi¸n ph¥n �a trà, c¡c
b i to¡n tüa c¥n b¬ng �a trà lo¤i 1 v  lo¤i 2, �·u câ thº �÷a �÷ñc v· mët trong
c¡c d¤ng cõa c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t. Nh÷ vªy, c¡c b i to¡n tüa
c¥n b¬ng têng qu¡t d÷îi �¥y s³ cho ta c¡ch nh¼n c¡c b i to¡n trong lþ thuy¸t
tèi ÷u v²ctì mët c¡ch nh§t qu¡n. Tø k¸t qu£ v· sü tçn t¤i nghi»m cho c¡c lo¤i
b i to¡n n y s³ cho ta nhúng k¸t qu£ mîi cho c¡c b i to¡n li¶n quan trong lþ
thuy¸t tèi ÷u v²ctì �a trà.

2.1 �°t b i to¡n

Cho X,Z v  Y l  c¡c khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff,
D ⊂ X,K ⊂ Z l  c¡c tªp con khæng réng. Cho c¡c ¡nh x¤ S : D × K →
2D, T : D × K → 2K , P1 : D → 2D, P2 : D → 2D, Q : K × D → 2K v 
F1 : K ×D ×D ×D → 2Y , F : K ×D ×D → 2Y , ta x²t c¡c b i to¡n sau:

1. T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho

1) x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

2) 0 ∈ F1(ȳ, x̄, x̄, z) vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ).

B i to¡n n y �÷ñc gåi l  b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 1.
2. T¼m x̄ ∈ D sao cho

1) x̄ ∈ P1(x̄),
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2) 0 ∈ F (y, x̄, t) vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

B i to¡n n y �÷ñc gåi l  b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2.
3. T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho

1) x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

2) 0 ∈ F1(ȳ, x̄, x̄, z) vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ),

3) 0 ∈ F (y, x̄, t) vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

B i to¡n n y �÷ñc gåi l  b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t hén hñp.
Trong c¡c b i to¡n tr¶n, ta gåi c¡c ¡nh x¤ S, T, P1, P2 v  Q l  c¡c r ng buëc,

F1 v  F �÷ñc gåi l  c¡c ¡nh x¤ möc ti¶u, chóng câ thº l  c¡c �¯ng thùc, b§t
�¯ng thùc, c¡c bao h m thùc, b§t bao h m thùc, t÷ìng giao cõa c¡c ¡nh x¤ �a
trà, ho°c c¡c quan h» trong c¡c khæng gian t½ch. C¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng
qu¡t lo¤i 1 v  lo¤i hén hñp �¢ �÷ñc nghi¶n cùu chi ti¸t trong luªn ¡n cõa TS
Tr÷ìng Thà Thòy D÷ìng. Trong ch÷ìng n y, chóng tæi chõ y¸u nghi¶n cùu sü
tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2. C¡c v½ dö d÷îi �¥y
cho th§y sü mð rëng cõa b i to¡n tr¶n �èi vîi c¡c b i to¡n tèi ÷u �a trà �¢ bi¸t.

2.2 C¡c b i to¡n li¶n quan

D÷îi �¥y ta ch¿ ra r¬ng nhi·u b i to¡n trong lþ thuy¸t tèi ÷u câ li¶n quan
mªt thi¸t tîi c¡c lo¤i b i to¡n n y.

1. B i to¡n tüa c¥n b¬ng væ h÷îng
Cho D,K, Pi, i = 1, 2, Q nh÷ tr¶n, R(R+) l  khæng gian c¡c sè thüc (sè thüc

khæng ¥m) v  Φ : K ×D ×D → R l  h m sè thäa m¢n Φ(y, x, x) = 0, vîi måi
y ∈ K, x ∈ D. B i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2 �÷ñc ph¡t biºu: T¼m
x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P1(x̄) v 

0 ∈ Φ(y, x̄, t)− R+ vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

�â ch½nh l  b i to¡n tüa c¥n b¬ng �¢ quen bi¸t: T¼m x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P1(x̄)

v 
Φ(y, x̄, t) ≥ 0 vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).
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B i to¡n n y �¢ �÷ñc nghi¶n cùu bði nhi·u t¡c gi£ (xem [20], [25], [38], [45] v 
nhi·u t i li»u kh¡c).

2. B i to¡n b§t �¯ng thùc tüa bi¸n ph¥n Minty
Cho 〈., .〉 : X×Z → R l  h m song tuy¸n t½nh. B i to¡n tüa bi¸n ph¥n Minty

�÷ñc ph¡t biºu: T¼m x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P1(x̄) v  〈y, t − x̄〉 ≥ 0 vîi måi t ∈
P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t). �°t F (y, x, t) = 〈y, t− x〉 − R+, b i to¡n tr¶n trð th nh
b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2: T¼m x̄ ∈ D �º 0 ∈ F (y, x̄, t) vîi måi t ∈
P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

3. B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng lo¤i 2
ChoD,K, Y, Pi, i = 1, 2, v Q nh÷ ph¦n �¦u ch÷ìng. �nh x¤ nân C : K×D →

2Y , c¡c ¡nh x¤ �a trà G v  H tø K ×D ×D v o Y . B i to¡n : T¼m x̄ ∈ D sao
cho x̄ ∈ P1(x̄) v 

G(y, x̄, t) ⊆ H(y, x̄, x̄) + C(y, x̄) vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t),

(G(y, x̄, t) ∩ (H(y, x̄, x̄) + C(y, x̄)) 6= ∅ vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t)),

�÷ñc gåi l  b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng tr¶n (t÷ìng ùng, d÷îi)
lo¤i 2 v  �÷ñc nghi¶n cùu trong c¡c cæng tr¼nh [38], [40], [41].

Ta �ành ngh¾a c¡c ¡nh x¤ M : K ×D → 2X , F : K ×D ×D → 2Y ,

M(y, x) = {t ∈ D | G(y, x, t) ⊆ H(y, x, x) + C(y, x)}, (y, x) ∈ K ×D

v  F (y, x, t) = t−M(y, x), (y, x, t) ∈ K ×D ×D.

Khi �â, b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2 câ thº ph¡t biºu: T¼m x̄ ∈ D sao
cho x̄ ∈ P1(x̄) v  0 ∈ F (y, x̄, t) vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

�i·u n y công câ ngh¾a l 

G(y, x̄, t) ⊆ H(y, x̄, x̄) + C(y, x̄) vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

�â ch½nh l  b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Minty �¢ �÷ñc nghi¶n cùu
trong [38], [40], [41] v  nhi·u t i li»u kh¡c. T÷ìng tü, ta công l m cho b i to¡n
bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng d÷îi lo¤i 2.
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4. B i to¡n tüa c¥n b¬ng lþ t÷ðng lo¤i 2
ChoD,K, Y, Pi, i = 1, 2, v Q nh÷ ph¦n �¦u ch÷ìng. �nh x¤ nân C : K×D →

2Y , c¡c ¡nh x¤ �a trà G : K × D × D → 2Y . B i to¡n : T¼m x̄ ∈ D sao cho
x̄ ∈ P1(x̄) v 

G(y, x̄, t) ⊆ C(y, x̄) vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t),

(G(y, x̄, t) ∩ C(y, x̄)) 6= ∅ vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t)),

�÷ñc gåi l  b i to¡n tüa c¥n b¬ng lþ t÷ðng tr¶n (t÷ìng ùng, d÷îi) lo¤i 2 v  �÷ñc
nghi¶n cùu trong c¡c cæng tr¼nh [38], [40], [41]. Gièng nh÷ b i to¡n bao h m
thùc tüa bi¸n ph¥n lo¤i 2, b i to¡n n y công l  tr÷íng hñp ri¶ng cõa b i to¡n
tüa c¥n b¬ng têng qu¡t.

5. B i to¡n tüa quan h» bi¸n ph¥n têng qu¡t lo¤i 2
Cho D,K, Pi, i = 1, 2, Q nh÷ tr¶n. Cho R(y, x, t) l  mët quan h» giúa y ∈

K, x ∈ D v  t ∈ D. B i to¡n: T¼m x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P1(x̄) v 

R(y, x̄, t) x£y ra vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t),

�÷ñc gåi l  b i to¡n quan h» tüa bi¸n ph¥n, �÷ñc giîi thi»u v  nghi¶n cùu �¦u
ti¶n trong [38].

Ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ M : K ×D → 2X , F : K ×D ×D → 2Y ,

M(y, x) = {t ∈ D | R(y, x, t) x£y ra}

v  F (y, x, t) = t−M(y, x), (y, x, t) ∈ K ×D ×D.

B i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2: T¼m x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P1(x̄) v 

0 ∈ F (y, x̄, t) vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t),

hay t ∈ M(y, x̄) vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t). �¥y ch½nh l  b i to¡n tüa
quan h» bi¸n ph¥n �¢ ph¡t biºu ð tr¶n. Ngo i ra, b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng
qu¡t lo¤i 2 công câ thº �÷a v· b i to¡n tüa quan h» bi¸n ph¥n têng qu¡t lo¤i 2
b¬ng c¡ch �°t quan h» R,

R(y, x, t) x£y ra khi 0 ∈ F (y, x, t), (y, x, t) ∈ K ×D ×D.
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Nh÷ vªy hai b i to¡n n y t÷ìng �÷ìng.

6. Bao h m thùc vi ph¥n
C[a, b] v  C1[a, b] l¦n l÷ñt l  khæng gian c¡c h m li¶n töc v  kh£ vi li¶n töc

tr¶n �o¤n [a, b], D ⊂ C1[a, b] khæng réng. Cho P1, P2 nh÷ tr¶n. Cho Ω 6= ∅ v 
U : D×D → 2Ω l  ¡nh x¤ �a trà. Tªp K = Ω×R v  ¡nh x¤ Q : D×D → 2K x¡c
�ành bði Q(x, t) = U(x, t)× [a, b]. Cho ¡nh x¤ �a trà G : K ×D ×D → 2C[a,b].

B i to¡n t¼m x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P1(x̄) v 

x̄′(t) ∈ G(y, ξ, x̄, t)vîi måi t ∈ P2(x̄) v  (y, ξ) ∈ Q(x̄, t),

�÷ñc gåi l  b i to¡n bao h m thùc vi ph¥n v  �¢ �÷ñc nghi¶n cùu trong t i li»u
[21]. Ta �°t F (y, ξ, x, t) = x′(t)−G(y, ξ, x, t) vîi x′ l  �¤o h m cõa x. B i to¡n
tr¶n trð th nh: T¼m x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P1(x̄) v 

0 ∈ F (y, ξ, x̄, t) vîi måi t ∈ P2(x̄) v  (y, ξ) ∈ Q(x̄, t).

7. B i to¡n �i·u khiºn tèi ÷u
Cho Ω l  mi·n mð, giîi nëi trong Rn, n ≥ 2, vîi bi¶n Γ thuëc lîp C1. Ta x²t

b i to¡n: T¼m h m �i·u khiºn u ∈ Lp(Ω), 1 < p < +∞ v  tr¤ng th¡i t÷ìng ùng
y ∈ W 1,r(Ω) l m cüc tiºu h m möc ti¶u

J(y, u) =

∫
Ω

L(x, y(x), u(x))dx (2.1)

vîi c¡c ph÷ìng tr¼nh tr¤ng th¡i

−
n∑

i,j=1

Dj ((aij(x)) .Diy) + h(x, y) = u trong Ω, y = 0 tr¶n Γ (2.2)

v  vîi mët trong c¡c r ng buëc sau:

1). Lo¤i 1: R ng buëc hén hñp

gi (x, y(x), u(x)) ≤ 0, h.k.n, x ∈ Ω, i = 1, 2, ..., n; (2.3)

2). Lo¤i 2: R ng buëc thu¦n nh§t

g(x, y(x)) ≤ 0 vîi måi x ∈ Ω,

u(x) ∈ U, h.k.n, x ∈ Ω;
(2.4)
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3). Lo¤i 3: R ng buëc thu¦n nh§t v  hén hñp

g(x, y(x)) ≤ 0 vîi måi x ∈ Ω,

fi(x, y(x), u(x)) ≤ 0, h.k.n, x ∈ Ω, i = 1, ..., n.
(2.5)

Ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ K(y, u) = Ay + h(., y) − u, Gi(y, u) = gi(., y, u). Khi
gi(., y, u) ∈ C(Ω̄), ta câ thº �ành ngh¾a ¡nh x¤

φi(y, u) = max
x∈Ω

gi(x, y(x), u(x)).

B i to¡n (2.1)-(2.3) qui v· b i to¡n

minJ(y, u),

vîi r ng buëc K(y, u) = 0 v  φi(y, u) ≤ 0, i = 1, n.

Ta �°t

F (y, u, z, w) = J(y, u)− J(z, w) + R+,

G(y, u, z, w) =

(
K(y, u),

n

Π
i=1

Φi(y, u)− R+

)
.

B i to¡n tr¶n t÷ìng �÷ìng vîi b i to¡n: T¼m (ȳ, ū) ∈ W 1,r
0 (Ω)× Lp(Ω) sao cho

0 ∈ F (ȳ, ū, z, w)×
(
K(y, u),

n

Π
i=1

Φi(y, u)− R+

)
.

Tùc l 

J(ȳ, ū) ≤ J(z, w) vîi måi (z, w) ∈ W 1,r
0 (Ω)× Lp(Ω);

K(ȳ, ū) = 0,

Φi(ȳ, ū) ≤ 0, i = 1, 2, ...,m.

B i to¡n n y �¢ �÷ñc t¡c gi£ Bòi Trång Ki¶n nghi¶n cùu trong [28].

8. B i to¡n tüa c¥n b¬ng Nash trong trá chìi chi¸n l÷ñc khæng hñp
t¡c

Cho Xi, i ∈ I, Y l  c¡c khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff.
I l  tªp ch¿ sè húu h¤n (�÷ñc gåi l  tªp c¡c ng÷íi chìi). C ⊆ Y l  nân lçi, �âng,
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nhån. Vîi méi i ∈ I, cho Di ⊆ Xi l  tªp khæng réng (�÷ñc gåi l  tªp chi¸n l÷ñc
cõa ng÷íi chìi thù i). �°t

D =
n

Π
i=1

Di.

Vîi méi i ∈ I, ¡nh x¤ �a trà Sji : D → 2Di, j = 1, 2 l  ¡nh x¤ r ng buëc cõa ng÷íi
chìi thù i. H m fi : D → Y �÷ñc gåi l  h m thua thi»t cõa ng÷íi chìi thù i.
H m n y phö thuëc v o chi¸n l÷ñc cõa t§t c£ c¡c ng÷íi chìi, vîi x = (xi)i∈I ∈ D,
ta k½ hi»u xi = (xj)j∈I\{i}.

�iºm x̄ = (xi)i∈I �÷ñc gåi l  �iºm c¥n b¬ng Pareto cõa mæ h¼nh trá chìi
Nash (Di, fi, S

1
i , S

2
i )i∈I n¸u vîi måi i ∈ I ta câ xi ∈ S1

i (x̄) v 

fi(xi, yi)− fi(x̄) /∈ − (C\{0}) vîi måi yi ∈ S2
i (x̄), i ∈ I.

Ta �°t G : D ×D → Y,M : D → 2D, F : D ×D → 2Y ,

G(x, t) =
n∑
i=1

(
fi
(
xi, ti

)
− fi (x)

)
,

M(x) = {t ∈ D | G(x, t) /∈ − (C\{0})} v  F (x, t) = t −M(x), (t, x) ∈ D ×D.
N¸u tçn t¤i x̄, vîi

x̄ ∈ S1(x̄) =
n

Π
i=1

S1
i (x̄) v  0 ∈ F (x̄, t) vîi måi ti ∈ S2

i (x̄), i ∈ I,

th¼ ta câ

xi ∈ S1
i (x̄), i = 1, 2, ..., n v  G(x̄, t) /∈ − (C\{0}) vîi måi yi ∈ S2

i (x̄), i ∈ I.

Tø �â, ta suy ra

xi ∈ S1
i (x̄) vîi måi i = 1, 2, ..., n,

n∑
i=1

(fi(x
i, ti)− fi(x̄)) /∈ − (C\{0}) .

L¦n l÷ñt thay t = (x̄i, ti) ∈ S2(x̄) =
n

Π
i=1

S2
i (x̄), i = 1, 2, ..., n, ta suy ra

fi(x̄
i, ti) /∈ fi(x̄)− (C\{0}) vîi måi ti ∈ S2

i (x̄),

tùc l  x̄ = (x̄i)i∈I l  �iºm c¥n b¬ng Pareto cõa mæ h¼nh trá chìi Nash. Mæ h¼nh
c¥n b¬ng kinh t¸ Pareto n y �¢ �÷ñc Nguy¹n Xu¥n T§n v  Phan Nhªt T¾nh mð
rëng trong b i b¡o [49] tø mæ h¼nh trá chìi khæng hñp t¡c cõa J. Nash [43].
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2.3 Sü tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2

Trong möc n y ta �÷a ra mët sè �i·u ki»n �õ cho sü tçn t¤i nghi»m cõa b i
to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2. Tø k¸t qu£ d÷îi �¥y ta công thu �÷ñc c¡c
k¸t qu£ cho c¡c b i to¡n li¶n quan.

�ành lþ 2.3.1. C¡c �i·u ki»n sau l  �õ �º b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i

2 câ nghi»m:

i) D l  tªp con khæng réng lçi compc;

ii) �nh x¤ �a trà P1 : D → 2D câ tªp �iºm b§t �ëng D0 = {x ∈ D| x ∈ P1(x)}
�âng, khæng réng trong D;

iii) �nh x¤ �a trà P2 : D → 2D câ P2(x) 6= ∅, P−1
2 (x) mð v  bao lçi coP2(x)

chùa trong P1(x) vîi måi x ∈ D;

iv) Vîi méi t ∈ D cè �ành, tªp

B = {x ∈ D| 0 /∈ F (y, x, t) vîi y ∈ Q(x, t) n o �â}

l  mð trong D;

v) F : K ×D ×D → 2Y l  ¡nh x¤ �a trà Q-KKM.

Chùng minh. Ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ �a trà M : D → 2D,

M(x) = {t ∈ D| 0 /∈ F (y, x, t) vîi y ∈ Q(x, t) n o �â }.

Ta th§y r¬ng n¸u câ x̄ ∈ D, x̄ ∈ P1(x̄), m  M(x̄) ∩ P2(x̄) = ∅, th¼

0 ∈ F (y, x̄, t) vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t),

khi �â �ành lþ �÷ñc chùng minh. Sau �¥y ta s³ chùng tä r¬ng tçn t¤i mët �iºm x̄

nh÷ vªy b¬ng ph÷ìng ph¡p ph£n chùng. Ta gi£ sû ng÷ñc l¤i, vîi måi x ∈ P1(x),

�·u suy ra r¬ng M(x) ∩ P2(x) 6= ∅, tø �â ta công câ coM(x) ∩ coP2(x) 6=
∅, P2(x) 6= ∅. Ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ �a trà H : D → 2D vîi

H(x) =

{
coM(x) ∩ coP2(x), n¸u x ∈ P1(x),

coP2(x), trong c¡c tr÷íng hñp cán l¤i.
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Ta s³ chùng tä H thäa m¢n gi£ thi¸t cõa �ành lþ 1.2.4. Thªt vªy, do H(x) 6= ∅
vîi måi x ∈ D n¶n D =

⋃
x∈DH

−1(x). Hìn núa,

H−1(x) =
(
(coM)−1(x) ∩ (coP2)−1(x)

)
∪
(
(P−1

2 (x) ∩ (D \D0)
)
,

vîi D0 = {x ∈ D : x ∈ P1(x)} l  tªp con �âng trong D. V¼ vªy, H−1(x) l  tªp
mð trong D vîi måi x ∈ D.

Ngo i ra, n¸u tçn t¤i �iºm x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ H(x̄) = coM(x̄)∩ coP2(x̄), th¼
ta câ thº t¼m �÷ñc t1, t2, ..., tn ∈M(x̄) �º x̄ =

n∑
1
αiti, αi ≥ 0,

n∑
1
αi = 1. Tø �ành

ngh¾a cõa M, ta câ 0 /∈ F (y, x, ti) vîi y ∈ Q(x, ti) n o �â, vîi i = 1, 2, ..., n.

M°t kh¡c, tø gi£ thi¸t F l  ¡nh x¤ Q−KKM, tçn t¤i ch¿ sè j ∈ {1, 2, ..., n},
sao cho 0 ∈ F (y, x, tj) vîi måi y ∈ Q(x, tj), v  ta câ m¥u thu¨n. Nh÷ vªy, vîi
måi x ∈ D, x /∈ H(x).

Tø �¥y, ¡p döng �ành lþ 1.2.4, ta t¼m �÷ñc x̄ ∈ D sao cho H(x̄) = ∅. N¸u
x̄ /∈ P1(x̄), th¼ H(x̄) = coP2(x̄) = ∅, �i·u n y khæng x£y ra. Ngh¾a l , ta câ
x̄ ∈ P1(x̄) v  H(x̄) = coM(x̄) ∩ coP2(x̄) = ∅. Tø m¥u thu¨n n y, �ành lþ �÷ñc
chùng minh.

V½ dö. X²t b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2 vîi X = Y = Z l  c¡c khæng
gian thüc vîi c¡c tªp con D = K = [0, 1] , P1 (x) = Q (x, t) = [0, 1], ¡nh x¤ �a
trà F : K ×D ×D → 2Y , vîi

F (y, x, t) =

{
[0, 1], khi t ≥ x,

[x, 1], khi t< x.

Ta th§y, c¡c �i·u ki»n (trong �ành lþ 2.3.1) �°t l¶n c¡c khæng gian v  ¡nh x¤
�·u �÷ñc thäa m¢n. B i to¡n câ nghi»m duy nh§t. Gi£m nhµ �i·u ki»n cho ¡nh
x¤ P2, b i to¡n tr¶n v¨n câ nghi»m. Ta câ �ành lþ sau.

�ành lþ 2.3.2. N¸u ta câ c¡c �i·u ki»n:

i) D l  tªp con khæng réng lçi compc;

ii) �nh x¤ P1 : D → 2D l  ¡nh x¤ �âng v  câ tªp �iºm b§t �ëng D0 kh¡c réng;

iii) �nh x¤ P2 nûa li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà khæng réng v  vîi méi x ∈ D, P1(x)

chùa coP2(x);
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iv) Vîi méi t ∈ D cè �ành, tªp hñp

B =
{
x ∈ D| 0 /∈ F (y, x, t) vîi y ∈ Q(x, t) n o �â

}
mð trong D;

v) F : K ×D ×D → 2Y l  ¡nh x¤ Q−KKM ,

th¼ b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2 câ nghi»m.

Chùng minh. Gåi U l  cì sð l¥n cªn lçi �âng cõa gèc trong khæng gian X. Vîi
måi U ∈ U , ta �ành ngh¾a c¡c ¡nh x¤ �a trà P1U , P2U : D → 2D x¡c �ành bði

PiU(x) = (Pi(x) + U) ∩D, i = 1, 2, x ∈ D.

Ta chùng minh P−1
2U (t) mð vîi måi t ∈ D. Thªt vªy, l§y tòy þ x ∈ P−1

2U (t), suy
ra t ∈ P2U(x) ⊂ P1(x) + U. Tø �â, tçn t¤i z ∈ P2(x), u ∈ U sao cho z = t + u,
ta suy ra x ∈ P−1

2 (z). Do P−1
2 (z) mð n¶n tçn t¤i l¥n cªn Ux cõa x, Ux ⊂ P−1

2 (z)

v  z ∈ P2(Ux) hay z + u ∈ P2(x′) + U,∀x′ ∈ Ux hay t = z + u ∈ P2U(x′). Tø �â,
x′ ∈ P−1

2U (t), vîi måi x′ ∈ Ux hay P−1
2U (t) mð.

Ta th§y tªp D0U = Fix(P1U) kh¡c réng (do tçn t¤i x ∈ D0 n¶n x ∈ P1(x) ⊂
(P1(x) + U) ∩ D = P1U(x)). Gi£ sû r¬ng (yα, xα) → (y, x), yα ∈ P1U(xα) ⊂
(P1(xα)+U). Do D compact, ta câ thº gi£ sû pα ∈ P (xα), uα ∈ U, pα → p, uα →
u, yα = pα + uα, tø �â, y = p+ u. T½nh �âng cõa P1 suy ra x ∈ P1(x), U l  tªp
�âng n¶n u ∈ U . Tø �â y ∈ P1U(x), hay P1U l  ¡nh x¤ �âng, suy ra D0U l  tªp
�âng.

Ngo i ra, bao lçi coP2U(x) ⊂ coP2(x) + coU = P1(x) + U = P1U(x), vîi måi
x ∈ D. V¼ vªy, P1U , P2U , Q v  F thäa m¢n t§t c£ c¡c �i·u ki»n cõa �ành lþ 2.3.1,
cho n¶n tçn t¤i x̄U ∈ D �º x̄U ∈ P1U(x̄U) v 

0 ∈ F (y, x̄U , t) vîi måi t ∈ P2U(x̄U) v  y ∈ Q(x̄U , t).

�°t ¡nh x¤ M : D → 2D,

M(x) = {t ∈ D|0 6∈ F (y, x, t) vîi y ∈ Q(x, t) n o �â}.

Khi �â
M−1(t) = {t ∈ D|0 6∈ F (y, x, t) vîi y ∈ Q(x, t) n o �â}



34

l  tªp mð trong D vîi måi t ∈ D. Còng vîi P−1
2U (t) mð trong D vîi måi t ∈ D, ta

câ ¡nh x¤ M ∩ P2U câ nghàch £nh mð do �â nûa li¶n töc d÷îi. Tø �â, ta chùng
minh tªp MU = D0U ∩ {x ∈ D : M(x) ∩ P2U(x) = ∅} �âng trong D. Thªt vªy,
gi£ sû xα ∈MU ,M(xα)∩P2U(xα) = ∅, xα → x. N¸u M(x)∩P2U(x) = ∅, tçn t¤i
t ∈M(x)∩P2U(x), Vt l  l¥n cªn cõa t sao cho Vt ∩H(x) 6= ∅. Tø �â, tçn t¤i α0,

sao cho (M(xα)∩P2U(xα))∩Vt 6= ∅, suy ra (M(xα)∩P2U(xα)) 6= ∅, m¥u thu¨n.
Nh÷ vªy, {MU}U∈U l  hå gi£m d¦n c¡c tªp con khæng réng compact n¶n

chóng câ �iºm chung duy nh§t x̄ ∈ D. Ta câ, x̄ ∈ D0U , vîi måi U ∈ U v 
0 ∈ F (y, x̄, t) vîi måi t ∈ P2(x̄), y ∈ Q(x̄, t).

M°t kh¡c, tø x̄ ∈ D0U vîi måi U ∈ U suy ra x̄ ∈ P1(x̄) + U vîi måi U ∈ U .
Gi£ sû x̄ = pU + u, pU ∈ P1(x̄), u ∈ U . Khi U tht d¦n, pU → p, p ∈ P1(x̄) do
P1(x̄) l  tªp �âng, u→ 0, tø �â x̄ = p ∈ P1(x̄).

H» qu£ 2.3.1. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n:

i) D l  c¡c tªp khæng réng, lçi v  compc;

ii) P l  ¡nh x¤ �a trà li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng;

iii) Vîi t ∈ D, tªp B = {x ∈ D| 0 /∈ F (y, x, t) vîi y ∈ Q(x, t) n o �â} mð

trong D;

iv) F : K ×D ×D → 2Y l  ¡nh x¤ �a trà Q-KKM.

Khi �â, b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2 vîi P1 = P2 = P câ nghi»m.

Chùng minh. H» qu£ �÷ñc suy ra trüc ti¸p tø �ành lþ 2.3.1 v  �ành lþ 2.3.2 vîi
P = P1 = P2.

Trong möc ti¸p theo, ta ¡p döng c¡c �ành lþ tr¶n �º �÷a ra sü tçn t¤i nghi»m
cõa mët sè b i to¡n quen bi¸t trong lþ thuy¸t tèi ÷u.

2.4 Sü tçn t¤i nghi»m cõa c¡c b i to¡n li¶n quan

2.4.1. B i to¡n tüa quan h» bi¸n ph¥n

Tø �ành lþ 2.3.1, ta suy ra k¸t qu£ tçn t¤i nghi»m cho b i to¡n tüa quan h»
bi¸n ph¥n, b i to¡n n y �¢ �÷ñc nghi¶n cùu bði �inh Th¸ Löc ([37]).
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H» qu£ 2.4.1. Cho D,K, P1, P2 nh÷ trong �ành lþ 2.3.1, ¡nh x¤ Q(., t) nûa

li¶n töc d÷îi vîi méi t ∈ D. Cho R l  mët quan h» giúa c¡c ph¦n tû y ∈ K, x ∈
D, t ∈ D. Gi£ sû:

i) Vîi t ∈ D, quan h» R(., ., t) giúa c¡c ph¦n tû y ∈ K, x ∈ D l  quan h»

�âng;

ii) R l  quan h» Q- KKM.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P1(x̄) v 

R(y, x̄, t) x£y ra vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

Chùng minh. Ta �ành ngh¾a c¡c ¡nh x¤ �a trà M,F ,

M : K ×D → 2X , M(y, x) = {t ∈ D| R(y, x, t) x£y ra} v 

F : K ×D ×D → 2Y , F (y, x, t) = t−M(y, x), (y, x, t) ∈ K ×D ×D.

Vîi méi t ∈ D cè �ành, ta câ

A = {x ∈ D| R(y, x, t) x£y ra vîi måi y ∈ Q(x, t)}

= {x ∈ D| 0 ∈ F (y, x, t) vîi måi y ∈ Q(x, t)}.

Ta s³ chùng minh r¬ng tªp hñp A �âng trong D, khi �â, tªp hñp

B = D \ A = {x ∈ D| 0 /∈ F (y, x, t), vîi y ∈ Q(x, t) n o �â}

l  mð trong D. Thªt vªy, gi£ sû l÷îi {xα} ⊂ A v  xα → x. L§y tòy þ y ∈ Q(x, t).

Tø Q(., t) nûa li¶n töc d÷îi v  xα → x tçn t¤i l÷îi {yα}, yα ∈ Q(xα, t) sao
cho yα → y. Khi �â R(yα, xα, t) x£y ra, vîi måi α. Do R l  quan h» �âng,
(yα, xα)→ (y, x), n¶n R(y, x, t) x£y ra, vîi måi y ∈ Q(x, t) v  do �â x ∈ A, tùc
A �âng.

Hìn núa, tø quan h» R l  Q-KKM, ta suy ra ¡nh x¤ F công l  Q-KKM. �p
döng �ành lþ 2.3.1 ta suy ra tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P1(x̄) v 

R(y, x̄, t) x£y ra, vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).
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2.4.2. B i to¡n tüa c¥n b¬ng væ h÷îng

K¸t qu£ d÷îi �¥y �÷ñc chùng minh trüc ti¸p tø �ành lþ 2.3.1 v  nâ công
ch½nh l  k¸t qu£ cõa Nguy¹n Xu¥n T§n v  �inh Th¸ Löc �¢ cæng bè trong [38].

H» qu£ 2.4.2. Cho D,K, P1, P2 nh÷ trong �ành lþ 2.3.1, ¡nh x¤ Q(., t) nûa

li¶n töc d÷îi vîi méi t ∈ D. Cho ¡nh x¤ Φ : K × D × D → R l  h m thüc

(Q,R+)− gièng tüa lçi theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù ba v  Φ(y, x, x) = 0 vîi

måi y ∈ K, x ∈ D. Hìn núa, gi£ thi¸t r¬ng, vîi t ∈ D, Φ(., ., t) : K ×D → R l 

h m nûa li¶n töc tr¶n. Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D �º x̄ ∈ P1(x̄) v 

Φ(y, x̄, t) ≥ 0 vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

Chùng minh. �°t F (y, x, t) = Φ(y, x, t)−R+, vîi måi (y, x, t) ∈ K×D×D. Ta
câ thº chùng minh r¬ng, vîi t ∈ D, tªp

B = {x ∈ D| 0 /∈ F (y, x, t) vîi y ∈ Q(x, t) n o �â}

= {x ∈ D| Φ(y, x, t) < 0 vîi y ∈ Q(x, t) n o �â}

l  tªp mð trongD. Thªt vªy, ta s³ chùng tä r¬ng tªpD\B = {x ∈ D|Φ(y, x, t) ≥
0 vîi måi y ∈ Q(x, t)} �âng. Gi£ sû d¢y {xα} ⊂ D\B, xα → x. Khi �â

Φ(y, xα, t) ≥ 0, vîi måi y ∈ Q(xα, t).

Do ¡nh x¤Q(., t) nûa li¶n töc d÷îi n¶n tçn t¤i d¢y {yα} ⊂ D, yα ∈ Q(xα, t), yα →
y. Nh÷ vªy Φ(yα, xα, t) ≤ 0, (yα, xα) → (y, x). M°t kh¡c, tø ¡nh x¤ Φ(., ., t) l 
nûa li¶n töc tr¶n, ta suy ra vîi måi ε > 0, tçn t¤i α0 sao cho Φ(y, x, t) ≥
Φ(yα, xα, t) − ε vîi måi α ≥ α0. Cho ε → 0, ta câ Φ(y, x, t) ≥ 0. Nh÷ vªy
x ∈ D\B, tùc B l  tªp mð.

Do Φ l  h m (Q,R+)-gièng tüa lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù ba,
n¶n vîi måi tªp húu h¤n {t1, t2, ..., tn} ⊂ D, x ∈ co{t1, t2, ..., tn}, tçn t¤i ch¿ sè
j ∈ {1, 2, ..., n} �º Φ(y, x, tj) ∈ Φ(y, x, x) + R+ vîi måi y ∈ Q(x, tj). Tø �â suy
ra Φ(y, x, tj) ≥ 0 v  do vªy 0 ∈ F (y, x, tj) vîi måi y ∈ Q(x, tj), tùc F l  ¡nh x¤
Q− KKM tø K ×D ×D v o 2R. Nh÷ vªy, P1, P2, Q v  F thäa m¢n t§t c£ c¡c
�i·u ki»n cõa �ành lþ 2.3.1, vªy n¶n tçn t¤i �iºm x̄ ∈ D �º

x̄ ∈ P1(x̄)

v  0 ∈ F (y, x̄, t) vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).
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�i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi Φ(y, x̄, t) ≥ 0 vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

2.4.3. B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng

Trong c¡c h» qu£ ti¸p theo cõa c¡c Möc 2.4.3 v  2.4.4, ta gi£ thi¸t C l  nân
lçi �âng trong Y . Tø �ành lþ 2.3.1, ta thu �÷ñc mët sè k¸t qu£ v· sü tçn t¤i
nghi»m cho c¡c lo¤i bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng tr¶n, d÷îi. K¸t qu£
n y suy ra c¡c k¸t qu£ cõa �inh Th¸ Löc v  Nguy¹n Xu¥n T§n �¢ cæng bè trong
[38].

H» qu£ 2.4.3. Cho D,K, P1, P2 v  Q nh÷ trong H» qu£ 2.4.2. Cho G,H : K ×
D×D → 2Y l  c¡c ¡nh x¤ �a trà câ gi¡ trà compc v  G(y, x, x) ⊆ H(y, x, x)+C

vîi måi (y, x) ∈ K ×D. Hìn núa, gi£ sû:

i) Vîi méi t ∈ D cè �ành, ¡nh x¤ G(., ., t) : K × D → 2Y l  (−C)�li¶n töc

d÷îi v  ¡nh x¤ �a trà N : K×D → 2Y , �ành ngh¾a bði N(y, x) = H(y, x, x),

l  C�li¶n töc tr¶n;

ii) �nh x¤ G l  (Q,C)�gièng tüa lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù ba.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D �º x̄ ∈ P1(x̄) v  G(y, x̄, t) ⊆ H(y, x̄, x̄) + C vîi måi t ∈
P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

Chùng minh. Ta �ành ngh¾a c¡c ¡nh x¤ �a trà M,F , vîi

M : K ×D → 2X ,M(y, x) = {t ∈ D| G(y, x, t) ⊆ H(y, x, x) + C},

F : K ×D ×D → 2D,F (y, x, t) = t−M(y, x), (y, x, t) ∈ K ×D ×D.

Vîi méi t ∈ D cè �ành, ta câ tªp

A = {x ∈ D| 0 ∈ F (y, x, t) vîi måi y ∈ Q(x, t)}

= {x ∈ D| t ∈M(y, x) vîi måi y ∈ Q(x, t)}

= {x ∈ D| G(y, x, t) ⊆ H(y, x, x) + C vîi måi y ∈ Q(x, t)}.

Ta s³ chùng tä r¬ng tªp A �âng trongD. Thªt vªy, gi£ sû d¢y suy rëng {xα} ⊂ A

v  xα → x. L§y tòy þ y ∈ Q(x, t). Tø Q(., t) nûa li¶n töc d÷îi v  xα → x tçn
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t¤i l÷îi {yα}, yα ∈ Q(xα, t) sao cho yα → y. Vîi måi l¥n cªn V cõa gèc trong Y ,
tçn t¤i ch¿ sè α0 �º cho vîi måi α ≥ α0 c¡c bao h m thùc sau x£y ra:

G(y, x, t) ⊆ G(yα, xα, t) + V + C ⊆ H(yα, xα, xα) + V + C

⊆ H(y, x, x) + V + C.

�i·u n y còng vîi t½nh compc cõa H suy ra

G(y, x, t) ⊆ H(y, x, x) + C, v  do �â x ∈ A.

Tø �¥y A l  tªp �âng trong D v  ta suy ra

B = D \ A = {x ∈ D| 0 /∈ F (y, x, t) vîi y ∈ Q(x, t) n o �â}

l  tªp mð trongD. Hìn núa, tøG(y, x, x) ⊆ H(y, x, x)+C vîi måi (y, x) ∈ K×D
v  ¡nh x¤ G l  (Q,C)�gièng tüa lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù ba,
ta câ vîi måi tªp húu h¤n {t1, t2, ..., tn} ⊆ D, x ∈ co{t1, t2, ..., tn} tçn t¤i ch¿ sè
j ∈ {1, 2, ..., n} sao cho

G(y, x, tj) ⊆ G(y, x, x) + C ⊆ H(y, x, x) + C vîi måi y ∈ Q(x, tj).

�i·u n y k²o theo 0 ∈ F (y, x, tj) vîi måi y ∈ Q(x, tj) v  khi �â F l  ¡nh x¤
Q�KKM. �p döng �ành lþ 2.3.1, ta suy ra tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P1(x̄) v 

0 ∈ F (y, x̄, t) vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

�i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi
G(y, x̄, t) ⊆ H(y, x̄, x̄) + C vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

T÷ìng tü, ta câ k¸t qu£ sau, ph¦n chùng minh t÷ìng tü nh÷ H» qu£ 2.4.3.

H» qu£ 2.4.4. Cho D,K, P1, P2 v  Q nh÷ trong H» qu£ 2.4.3. C¡c ¡nh x¤ �a

trà G,H : K ×D×D → 2Y câ gi¡ trà compc v  H(y, x, x) ⊆ G(y, x, x)−C vîi

måi (y, x) ∈ K ×D. Hìn núa, gi£ sû:

i) Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ �a trà G(., ., t) : K ×D → 2Y l  (−C)�li¶n töc tr¶n v 

¡nh x¤ �a trà N : K ×D → 2Y x¡c �ành bði N(y, x) = H(y, x, x) l  C�li¶n

töc d÷îi;
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ii) G l  ¡nh x¤ (Q,C)�gièng tüa lçi d÷îi theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù ba.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P1(x̄) v 

H(y, x̄, x̄) ⊆ G(y, x̄, t)− C vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

2.4.4. B i to¡n tüa c¥n b¬ng lþ t÷ðng

C¡c k¸t qu£ cho b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n suy ra hai k¸t qu£ v·
sü tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng lþ t÷ðng tr¶n v  tüa c¥n b¬ng lþ
t÷ðng d÷îi.

H» qu£ 2.4.5. Cho D,K, P1, P2 v  Q nh÷ trong H» qu£ 2.4.3. Cho G : K ×
D × D → 2Y l  ¡nh x¤ �a trà câ gi¡ trà compc v  G(y, x, x) ⊆ C, vîi måi

(y, x) ∈ K ×D. Ta gi£ sû:

i) Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ G(., ., t) : K ×D → 2Y l  (−C)�li¶n töc d÷îi.;

ii) �nh x¤ G l  (Q,C)�gièng tüa lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù ba.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D �º x̄ ∈ P1(x̄) v 

G(y, x̄, t) ⊆ C vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).

Chùng minh. Ta �°t H : K × D × D → 2Y nh÷ sau H(y, x, t) = {0}, vîi måi
(y, x, t) ∈ K × D × D. Ta d¹ d ng nhªn th§y r¬ng, måi gi£ thi¸t cõa H» qu£
2.4.3 �·u thäa m¢n. �p döng h» qu£ n y ta câ �÷ñc �i·u c¦n chùng minh.

H» qu£ 2.4.6. Cho D,K, P1, P2 v  Q nh÷ trong H» qu£ 2.4.3. Cho G : K ×
D ×D → 2Y l  ¡nh x¤ �a trà câ gi¡ trà compc v  G(y, x, x) ∩ C 6= ∅, vîi måi

(y, x) ∈ K ×D. Hìn núa, gi£ sû:

i) Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ �a trà G(., ., t) : K ×D → 2Y l  (−C)�li¶n töc tr¶n;

ii) G l  ¡nh x¤ (Q,C)�gièng tüa lçi d÷îi theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù ba.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D �º x̄ ∈ P1(x̄) v 

G(y, x̄, t) ∩ C 6= ∅ vîi måi t ∈ P2(x̄) v  y ∈ Q(x̄, t).
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Chùng minh. Ta �°t H : K ×D ×D → 2Y nh÷ sau H(y, x, t) = {0}, (y, x, t) ∈
K × D × D. Ta d¹ d ng nhªn th§y r¬ng, måi gi£ thi¸t cõa H» qu£ 2.4.4 �·u
thäa m¢n. �p döng h» qu£ n y ta câ �÷ñc �i·u c¦n chùng minh.

Chóng ta s³ ùng döng c¡c k¸t qu£ v· sü tçn t¤i nghi»m cõa c¡c b i to¡n tüa
c¥n b¬ng têng qu¡t �º t¼m nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto v  tüa c¥n
b¬ng y¸u. G¦n �¥y c¡c b i to¡n n y �¢ �÷ñc nghi¶n cùu rëng r¢i d÷îi c¡c d¤ng
kh¡c nhau (ch¯ng h¤n, trong [14], [21], [33], [36], [40], [41]...).

2.4.5. C¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto v  y¸u

Trong möc n y ta x²t mët sè b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto tr¶n, d÷îi v  tüa
c¥n b¬ng y¸u tr¶n, d÷îi. Trong möc tr¶n, ta �¢ x²t c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng
lþ t÷ðng tr¶n, d÷îi v  �÷a ra mët sè �i·u ki»n �õ cho vi»c tçn t¤i nghi»m cõa
chóng. Nh÷ng Ferro [22] �¢ ch¿ ra r¬ng, �èi vîi c¡c ¡nh x¤ �a trà, c¡c kh¡i ni»m
C -lçi v  C- gièng nh÷ tüa lçi l  ho n to n kh¡c nhau. D÷îi �¥y ta s³ ch¿ ra mët
sè k¸t qu£ cho c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto �óng cho c£ hai tr÷íng hñp
C-lçi v  C�gièng nh÷ tüa lçi.

Tr÷îc h¸t chóng tæi nhc l¤i mët sè kh¡i ni»m v· t½nh gi£ �ìn �i»u theo nân
cõa ¡nh x¤ �a trà.

�ành ngh¾a 2.4.1. Cho F : D ×D → 2Y , C : D → 2Y l  c¡c ¡nh x¤ �a trà. Ta
nâi r¬ng:

i) F l  C-gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n n¸u vîi méi (x, t) ∈ D ×D,

F (t, x) 6⊆ −(C(t)\{0})→ F (x, t) ⊆ −C(x).

ii) F l  C-gi£ �ìn �i»u m¤nh d÷îi n¸u vîi méi (x, y) ∈ D ×D,

F (t, x) ∩ −(C(t)\{0}) = ∅ → F (x, t) ∩ −C(x) 6= ∅.

iii) F l  C-gi£ �ìn �i»u y¸u tr¶n n¸u vîi méi (x, y) ∈ D ×D,

F (t, x) 6⊆ (−intC(t))→ F (x, t) ⊆ −C(x).

iv) F l  C-gi£ �ìn �i»u y¸u d÷îi n¸u vîi méi (x, y) ∈ D ×D,

F (t, x) ∩ (−intC(t)) = ∅ → F (x, t) ∩ −C(x) 6= ∅.
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C¡c kh¡i ni»m ¡nh x¤ �a trà C-hemi li¶n töc tr¶n (d÷îi) v  C-hemi li¶n töc lþ
t÷ðng tr¶n (d÷îi) sau �¥y l  mð rëng c¡c kh¡i ni»m ¡nh x¤ �ìn trà C-hemi li¶n
töc �¢ �÷ñc Bianchi v  Pini giîi thi»u trong [8] v  sau �â l  Hadjisavvas trong
[25].

�ành ngh¾a 2.4.2. 1) Cho F, C : D −→ 2Y l  c¡c ¡nh x¤ �a trà. �nh x¤ F
�÷ñc gåi l  C-hemi li¶n töc lþ t÷ðng tr¶n (d÷îi) n¸u vîi måi x, t ∈ D, tø
F (αx+ (1− α)t) ⊆ C(αx+ (1− α)t) vîi måi α ∈ (0, 1),

suy raF (t) ⊆ C(t),
(t÷ìng ùng, tø F (αx+ (1−α)t)∩C(αx+ (1−α)t) 6= ∅ vîi måi α ∈ (0, 1),

suy ra F (t) ∩ C(t) 6= ∅.

2) Cho F, C : D −→ 2Y l  c¡c ¡nh x¤ �a trà. �nh x¤ F �÷ñc gåi l  C-
hemi li¶n töc tr¶n (d÷îi) n¸u vîi måi x, t ∈ D, tø F (αx + (1 − α)t) 6⊆
−intC(αx+ (1− α)t)vîi måi α ∈ (0, 1), suy raF (t) 6⊆ −intC(t)
(t÷ìng ùng, tø F (αx+(1−α)t)∩−intC(αx+(1−α)t) = ∅vîi måi α ∈ (0, 1),

suy raF (t) ∩ −intC(t) = ∅.

3) F �÷ñc gåi l  hemi li¶n töc tr¶n (d÷îi) n¸u vîi måi x, t ∈ D, ¡nh x¤
f : [0, 1] −→ 2Y �ành ngh¾a bði f(α) = F (αx + (1 − α)t) l  nûa li¶n töc
tr¶n (t÷ìng ùng, d÷îi).

Trong ph¦n chùng minh sü tçn t¤i nghi»m cõa c¡c b i to¡n �¢ n¶u tr¶n, ta
c¦n sû döng c¡c k¸t qu£ sau �¥y, chóng l  sü têng qu¡t hâa c¡c M»nh �· 2.3,
2.4 �¢ �÷ñc �÷a ra trong t i li»u [25].

Bê �· 2.4.1. Cho F : K ×D×D → 2Y l  ¡nh x¤ �a trà vîi gi¡ trà khæng réng

v  C : K × D → 2Y l  ¡nh x¤ nân vîi F (y, x, x) ⊆ C(y, x) vîi måi x ∈ D v 

y ∈ K. Hìn núa, gi£ sû r¬ng:

i) Vîi x ∈ D, y ∈ K, ¡nh x¤ F (y, ., x) : D → 2Y l  C(y, .)-hemi li¶n töc lþ

t÷ðng tr¶n;

ii) Vîi y ∈ K, ¡nh x¤ F (y, ., .)) l  C(y, .)-gi£ �ìn �i»u m¤nh d÷îi;

iii) Vîi y ∈ K cè �ành, F (y, ., .) l  C(y, .)-lçi tr¶n theo �÷íng ch²o (ho°c,

C(y, .)-gièng tüa lçi tr¶n theo �÷íng ch²o) �èi vîi bi¸n thù hai.
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Khi �â vîi t ∈ D, y ∈ K cè �ành, c¡c m»nh �· sau t÷ìng �÷ìng:

1) F (y, t, x) ∩ −(C(y, t)\{0}) = ∅ vîi måi x ∈ D;

2) F (y, x, t) ∩ −C(y, x) 6= ∅ vîi måi x ∈ D.

Chùng minh. Hiºn nhi¶n 1)⇒ 2), (suy trüc ti¸p tø �ành ngh¾a ¡nh x¤ C(y, .)�gi£
�ìn �i»u m¤nh d÷îi).

B¥y gií gi£ sû r¬ng 2) x£y ra, ta câ: Vîi méi y ∈ D,

F (y, αx+ (1− α)t, t) ∩ −C(y, αx+ (1− α)t) 6= ∅, vîi måi x ∈ D,α ∈ (0, 1].

Ta c¦n chùng tä r¬ng vîi måi x ∈ D,

F (y, αx+ (1− α)t, x) ⊆ C(y, αx+ (1− α)t), vîi måiα ∈ (0, 1].

Thªt vªy, gi£ sû ng÷ñc l¤i, tçn t¤i x ∈ D,α ∈ (0, 1] sao cho

F (y, αx+ (1− α)t, x) 6⊆ C(y, αx+ (1− α)t), vîiα ∈ (0, 1] n o �â.

�i·u n y k²o theo F (y, αx+ (1− α)t, x)∩ Y \C(y, αx+ (1− α)t) 6= ∅. Hìn núa,
n¸u F (y, ., .) l  C(y, .)-lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai th¼

αF (y, αx+ (1− α)t, x) + (1− α)F (y, αx+ (1− α)t, t)

⊆ F (y, αx+ (1− α)t, αx+ (1− α)t) + C(y, αx+ (1− α)t).

Tø �â, ta suy ra

F (y, αx+ (1− α)t, αx+ (1− α)t) + C(y, αx+ (1− α)t)

∩ Y \C(y, αx+ (1− α)t) 6= ∅.

�i·u n y chùng tä F (y, αx+(1−α)t, αx+(1−α)t)∩Y \C(y, αx+(1−α)t) 6= ∅.
Tø �â, ta k¸t luªn F (y, αx+ (1−α)t, αx+ (1−α)t) 6⊆ C(y, αx+ (1−α)t), m¥u
thu¨n vîi gi£ thi¸t.

N¸u F (y, ., .) l  C(y, .)- gièng tüa lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai,
ta câ F (y, αx+(1−α)t, x) ⊆ F (y, αx+(1−α)t, αx+(1−α)t)+C(y, αx+(1−α)t)

ho°c, F (y, αx+(1−α)t, y) ⊆ F (y, αx+(1−α)t, αx+(1−α)t)+C(y, αx+(1−α)t).

Trong c£ hai tr÷íng hñp, ta �·u câ
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(F (y, αx+(1−α)t, αx+(1−α)t)+C(y, αx+(1−α)t))∩(Y \C(y, αx+(1−α)t)) 6= ∅.
Ta suy ra F (y, αx+(1−α)t, αx+(1−α)t)∩(Y \C(y, αx+(1−α)t)−C(y, αx+(1−
α)t)) 6= ∅ hay F (y, αx+(1−α)t, αx+(1−α)t)∩(Y \C(y, αx+(1−α)t)) 6= ∅. Tø �â,
F (y, αx+(1−α)t, αx+(1−α)t) 6⊆ C(y, αx+(1−α)t), v  x£y ra m¥u thu¨n. Nh÷
vªy, ta câ F (y, αx+ (1− α)t, x) ⊆ C(y, αx+ (1− α)t) vîi måi x ∈ D,α ∈ (0, 1].

V , do F (y, ., .) l  C(y, .)-hemi li¶n töc lþ t÷ðng tr¶n n¶n F (y, t, x) ⊆ C(y, t) vîi
måi x ∈ D,α ∈ (0, 1]. Chó þ r¬ng C(y, t) ∩ (−C(y, t)\{0}) = ∅, ta thu �÷ñc
F (y, t, x) ∩ (−C(y, t)\{0}) = ∅ vîi måi x ∈ D.

Bê �· 2.4.2. Gi£ sû F : K × D × D → 2Y l  ¡nh x¤ �a trà vîi gi¡ trà khæng

réng, C : K × D → 2Y l  ¡nh x¤ nân �a trà vîi F (y, x, x) ⊆ (C(y, x)) vîi måi

x ∈ D, y ∈ K. Hìn núa, gi£ sû:

i) Vîi x ∈ D, y ∈ K,F (y, ., x) : D → 2Y l  C(y, .)-hemi li¶n töc d÷îi;

ii) Vîi y ∈ K, F (y, ., .) l  C(y, .)- gi£ �ìn �i»u y¸u d÷îi;

iii) Vîi y ∈ K, F (y, ., .) l  C(y, .)-lçi tr¶n theo �÷íng ch²o (ho°c, C(y, .)-gièng
tüa lçi tr¶n theo �÷íng ch²o) �èi vîi bi¸n thù hai.

Khi �â, vîi t ∈ D, y ∈ K, c¡c m»nh �· sau t÷ìng �÷ìng:

1) F (y, t, x) ∩ (−intC(y, t)) = ∅ vîi måi x ∈ D;

2) F (y, x, t) ∩ (−C(y, x)) 6= ∅ vîi måi x ∈ D.

Chùng minh. Hiºn nhi¶n 1) ⇒ 2) trüc ti¸p suy tø �ành ngh¾a ¡nh x¤ C(y, .)-
gi£ �ìn �i»u y¸u d÷îi.

Ng÷ñc l¤i, gi£ sû 2), ta suy ra
F (y, αx+ (1− α)t, t) ∩ −C(y, αx+ (1− α)t) 6= ∅ vîi måi x ∈ D v α ∈ (0, 1].

Ta c¦n chùng tä r¬ng, vîi måi x ∈ D,α ∈ (0, 1],

F (y, αx+ (1− α)t, x) ∩ −intC(y, αx+ (1− α)t) = ∅.

Thªt vªy, n¸u khæng, tçn t¤i x ∈ D v  α ∈ [0, 1] sao cho

F (y, αx+ (1− α)t, x) ∩ −intC(y, αx+ (1− α)t) 6= ∅.
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N¸u F (y, ., .) l  C(y, .)- lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai, ta câ

αF (y, αx+ (1− α)t, x) + (1− α)F (y, αx+ (1− α)t, t)

⊆ F (y, αx+ (1− α)t, αx+ (1− α)t) + C(y, αx+ (1− α)t).

Tø �â,

F (y, αx+(1−α)t, αx+(1−α)t)+C(y, αx+(1−α)t)∩−intC(y, αx+(1−α)t) 6= ∅.

�i·u n y m¥u thu¨n vîi gi£ thi¸t. N¸u F (y, ., .) l  C(y, .)- gièng tüa lçi d÷îi theo
�÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai, ta suy ra

F (y, αx+ (1−α)t, x) ⊆ F (y, αx+ (1−α)t, αx+ (1−α)t) + C(y, αx+ (1−α)t)

ho°c,

F (y, αx+ (1−α)t, t) ⊆ F (y, αx+ (1−α)t, αx+ (1−α)t) + C(y, αx+ (1−α)t).

C£ hai tr÷íng hñp �·u suy ra

F (y, αx+ (1− α)t, αx+ (1− α)t) ∩ −C(y, αx+ (1− α)t) 6= ∅.

�i·u n y m¥u thu¨n vîi F (y, z, z) ⊆ C(y, z) vîi måi z ∈ D. Vªy, vîi måi
x ∈ D,α ∈ (0, 1], F (y, αx + (1 − α)t, x) ∩ −intC(y, αx + (1 − α)t) = ∅. Do
F (y, ., x) l  ¡nh x¤ C(y, .)-hemi li¶n töc d÷îi, ta k¸t luªn r¬ng

F (y, t, x) ∩ −intC(y, t) = ∅ vîi måi x ∈ D.

T÷ìng tü, ta câ c¡c k¸t qu£ sau.

Bê �· 2.4.3. Cho F : K ×D×D → 2Y l  ¡nh x¤ �a trà vîi gi¡ trà khæng réng

v  C : K ×D → 2Y l  ¡nh x¤ nân vîi F (y, x, x)∩ C(y, x) 6= ∅ vîi måi x ∈ D v 

y ∈ K. Hìn núa, gi£ sû r¬ng:

i) Vîi x ∈ D, y ∈ K,F (y, ., x) : D → 2Y l  C(y, .)-hemi li¶n töc lþ t÷ðng

d÷îi;

ii) Vîi y ∈ K,F (y, ., .) l  C(y, .)-gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n;
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iii) Vîi y ∈ K,F (y, ., .) l  C(y, .)-lçi d÷îi theo �÷íng ch²o (ho°c, C(y, .)-gièng
tüa lçi d÷îi theo �÷íng ch²o) �èi vîi bi¸n thù hai.

Khi �â, vîi t ∈ D, y ∈ K, c¡c m»nh �· sau t÷ìng �÷ìng:

1) F (y, t, x) 6⊆ −(C(y, t)\{0}) vîi måi x ∈ D;

2) F (y, x, t) ⊆ −C(y, x) vîi måi x ∈ D.

Bê �· 2.4.4. Cho F : K ×D×D → 2Y l  ¡nh x¤ �a trà vîi gi¡ trà khæng réng

v  C : K × D → 2Y l  ¡nh x¤ nân �a trà vîi F (y, x, x) ∩ C(y, x) 6= ∅ vîi måi

x ∈ D, y ∈ K. Hìn núa, gi£ sû

i) Vîi x ∈ D, y ∈ K,F (y, ., x) : D → 2Y l  C(y, .)-hemi li¶n töc tr¶n;

ii) Vîi y ∈ K, F (y, ., .) l  C(y, .)- gi£ �ìn �i»u y¸u tr¶n;

iii) Vîi y ∈ K, F (y, ., .) l  C(y, .)-lçi d÷îi theo �÷íng ch²o (ho°c, C(y, .)-gièng
tüa lçi d÷îi theo �÷íng ch²o) �èi vîi bi¸n thù hai;

Khi �â, vîi t ∈ D, y ∈ K, c¡c m»nh �· sau t÷ìng �÷ìng:

1) F (y, t, x) 6⊆ −intC(y, t) vîi måi x ∈ D;

2) F (y, x, t) ⊆ −C(y, x) vîi måi x ∈ D.

Sau �¥y, ta s³ x²t sü tçn t¤i nghi»m cõa c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto
v  tüa c¥n b¬ng Pareto y¸u, d¤ng têng qu¡t.
2.4.5.1. C¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto v  y¸u lo¤i 1

Cho S : D ×K → 2D, T : D ×K → 2K v  G : K ×D ×D → 2Y l  c¡c ¡nh
x¤ �a trà câ gi¡ trà khæng réng. C l  nân lçi �âng trong Y . C¡c b i to¡n tüa c¥n
b¬ng Pareto tr¶n (d÷îi) v  y¸u tr¶n (d÷îi) lo¤i 1 l¦n l÷ñt �÷ñc ph¡t biºu nh÷
sau:

1. T¼m x̄, ȳ ∈ D ×K sao cho

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

G(ȳ, x̄, z) 6⊆ (−C \ {0}) vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ);
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2. T¼m x̄, ȳ ∈ D ×K sao cho

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

G(ȳ, x̄, z) ∩ (−C \ {0}) = ∅ vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ);

3. T¼m x̄, ȳ ∈ D ×K sao cho

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

G(ȳ, x̄, z) 6⊆ (−intC) vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ);

4. T¼m x̄, ȳ ∈ D ×K sao cho

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

G(ȳ, x̄, z) ∩ (−intC) = ∅ vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ).

Tr÷îc h¸t, ta chùng minh sü tçn t¤i nghi»m cho b i to¡n tüa c¥n b¬ng lþ
t÷ðng (�èi vîi nân −C).

�ành lþ 2.4.1. Gi£ sû D,K l¦n l÷ñt l  c¡c tªp con khæng réng lçi compc

cõa khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff X,Z. V  gi£ sû r¬ng

G : K ×D ×D → 2Y l  ¡nh x¤ �a trà câ gi¡ trà khæng réng, v  G(y, x, x) ⊆ C

vîi måi x ∈ D, y ∈ K thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

i) S l  ¡nh x¤ li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng, T l  ¡nh x¤ nûa li¶n

töc d÷îi vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng;

ii) Vîi y ∈ K, G(y, ., .) l  C�gi£ �ìn �i»u m¤nh d÷îi;

iii) Vîi (x, y) ∈ D ×K, G(y, x, .) l  C�lçi tr¶n (ho°c, C�gièng tüa lçi tr¶n);

iv) G l  ¡nh x¤ C�li¶n töc tr¶n.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D, ȳ ∈ K sao cho

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

G(ȳ, z, x̄) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ),
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Chùng minh. Ta x²t ¡nh x¤ �a trà

H(x, y) = {x′ ∈ S(x, y)|G(y, z, x′) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måi z ∈ S(x, y)}.

Ta chùng minh H(x, y) kh¡c réng, lçi, �âng vîi måi (x, y) ∈ D ×K. Thªt vªy,
vîi méi (x, y) ∈ D×K, ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ Q : S(x, y)→ 2S(x,y) x¡c �ành bði

Qxy(z) = {x′ ∈ S(x, y)|G(y, z, x′) ∩ (−C) 6= ∅}.

L§y z ∈ S(x, y) tòy þ, gi£ sû d¢y {x′α} l  d¢y suy rëng trong Qxy(z), x′α → x′.

Khi �â, ta câ

x′α ∈ S(x, y), G(y, z, x′α) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måiα. (2.6)

Do tªp S(x, y) �âng n¶n x′ ∈ S(x, y). M°t kh¡c, do G(y, x, .) l  ¡nh x¤ C−li¶n
töc tr¶n n¶n vîi måi l¥n cªn V cõa gèc trong Y , tçn t¤i α0 sao cho

G(y, z, x′α) ⊆ G(y, z, x′) + C + V vîi måiα ≥ α0.

Do C �âng, k¸t hñp vîi (2.6), ta suy ra G(y, z, x′)∩ (−C) 6= ∅. Vªy x′ ∈ Qxy(z),

hay Qxy(z) �âng vîi måi z ∈ S(x, y). Ngo i ra, do D,S(x, y) l  tªp compc n¶n
tªp con �âng Qxy(z) compc.

Ti¸p theo, ta ch¿ ra Qxy l  ¡nh x¤ KKM. Gi£ sû tçn t¤i {x1, x2, ..., xn} ⊆
S(x, y) sao cho

co{x1, x2, ..., xn} 6⊆
n
∪
i=1

Qxy(xi).

Khi �â tçn t¤i x∗,

x∗ =
n∑
i=1

αixi ∈ co{x1, x2, ..., xn}, αi ≥ 0,
n∑
i=1

αi = 1,

sao cho x∗ 6∈ Qxy(xi). Tø �â ta câ

G(y, xi, x
∗) ∩ (−C) = ∅ vîi i = 1, n.

Tø G(y, ., .) l  C-gi£ �ìn �i»u m¤nh d÷îi, ta câ

G(y, x∗, xi) ∩ (−C \ {0}) 6= ∅ vîi i = 1, n.
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V¼ ¡nh x¤ G(y, x∗, .) l  C- lçi tr¶n (ho°c C- gièng tüa lçi tr¶n) n¶n
n∑
i=1

αiG(y, x∗, xi) ⊆ G(y, x∗, x∗) + C,

(ho°c, tçn t¤i i ∈ {1, 2, ..., n} sao cho

G(y, x∗, xi) ⊆ G(y, x∗, x∗) + C).

Tø �â
G(y, x∗, x∗) ∩ (−C \ {0}) 6= ∅.

�i·u n y suy ra tçn t¤i v ∈ G(y, x∗, x∗), v ∈ (−C \ {0}), tùc l  v 6∈ C v 
nh÷ vªy G(y, x∗, x∗) 6⊆ C. �i·u n y tr¡i vîi gi£ thi¸t G(y, x, x) ⊆ C vîi måi
(x, y) ∈ D ×K. Nh÷ vªy, ta câ Qxy l  ¡nh x¤ KKM. Sû döng Bê �· Fan-KKM
(�ành lþ 1.2.2), ta câ

∩
z∈S(x,y)

Qxy(z) 6= ∅.

Ngh¾a l  tçn t¤i x′ ∈ S(x, y) sao cho G(y, z, x′) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måi z ∈ S(x, y),

hay H(x, y) 6= ∅.
Ti¸p theo, ta chùng tä H(x, y) l  tªp lçi. Thªt vªy, l§y x′1, x′2 ∈ H(x, y) v 

β ∈ [0, 1]. Do tªp S(x, y) lçi n¶n βx′1 + (1 − βx′2) ∈ S(x, y). M°t kh¡c, tø �ành
ngh¾a ¡nh x¤ H, ta câ

G(y, z, x′1) ∩ (−C) 6= ∅,

G(y, z, x′2) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måi z ∈ S(x, y).

M°t kh¡c, do ¡nh x¤ G(y, z, .) l  C-lçi tr¶n (ho°c, C-gièng tüa lçi tr¶n) n¶n vîi
måi z ∈ S(x, y) ta câ

βG(y, z, x′1) + (1− β)G(y, z, x′2) ⊆ G(y, z, βx′1 + (1− β)x′2) + C

(ho°c, tçn t¤i i ∈ {1, 2} sao cho

G(y, z, x′i) ⊆ G(y, z, βx′1 + (1− β)x′2) + C vîi måi z ∈ S(x, y)).

Tø �â, G(y, z, βx′1 + (1 − β)x′2) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måi z ∈ S(x, y). Nh÷ vªy ta câ
βx′1 + (1− β)x′2 ∈ H(x, y) v  H(x, y) l  tªp lçi.
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�º chùng minh H l  ¡nh x¤ �âng, ta l§y d¢y suy rëng {(xα, yα)} hëi tö tîi
(x, y), d¢y suy rëng {x′α} hëi tö tîi x′, vîi x′α ∈ H(xα, yα) vîi måi α. Ta c¦n
chùng tä r¬ng x′ ∈ H(x, y).

Thªt vªy, tø x′α ∈ S(xα, yα) v  t½nh nûa li¶n töc tr¶n vîi gi¡ trà �âng cõa S
ta câ x′ ∈ S(x, y). Do x′α ∈ H(xα, yα) n¶n

G(yα, z, x
′
α) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måi z ∈ S(xα, yα). (2.7)

Vîi méi z ∈ S(x, y), do ¡nh x¤ S nûa li¶n töc d÷îi, tçn t¤i d¢y suy rëng
{zα}, zα ∈ S(xα, yα) vîi måi α, zα → z. Khi �â, tø (2.7) ta câ

G(yα, zα, x
′
α) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måiα.

Tø gi£ thi¸t ¡nh x¤ G l  C- li¶n töc tr¶n, vîi méi l¥n cªn V cõa gèc trong Y,
tçn t¤i ch¿ sè α0 sao cho vîi måi α ≥ α0 ta câ

G(yα, zα, x
′
α) ⊆ G(y, z, x′) + C + V.

�i·u �â k²o theo
(G(y, z, x′) + C + V ) ∩ (−C) 6= ∅.

Do C �âng, ta suy ra G(y, z, x′) ∩ (−C) 6= ∅. Ngh¾a l , x′ ∈ H(x, y) v  ¡nh x¤
H �âng.

Ta x²t ¡nh x¤ �a trà P : D × K → 2D×K , P (x, y) = H(x, y) × T (x, y). D¹
th§y ¡nh x¤ �a trà P câ gi¡ trà khæng réng, lçi, �âng, còng vîi t½nh compc cõa
tªp hñp D×K ta suy ra ¡nh x¤ P nûa li¶n töc tr¶n. Do �ành lþ �iºm b§t �ëng
Ky Fan (�ành lþ 1.2.1), tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D×K sao cho (x̄, ȳ) ∈ P (x̄, ȳ). Khi �â,
x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ) v 

G(ȳ, z, x̄) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ).

�ành lþ �¢ �÷ñc chùng minh.

Sû döng k¸t qu£ tr¶n, chóng ta chùng minh �÷ñc k¸t qu£ tçn t¤i nghi»m cho
b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto d÷îi lo¤i 1.
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�ành lþ 2.4.2. Gi£ sû D,K t÷ìng ùng l  c¡c tªp con khæng réng lçi compc cõa

khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff X,Z, G : K×D×D → 2Y

l  ¡nh x¤ �a trà câ gi¡ trà khæng réng v  G(y, x, x) ⊆ C vîi måi x ∈ D, y ∈ K
thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

i) S l  ¡nh x¤ li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng; T l  ¡nh x¤ nûa li¶n

töc d÷îi vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng;

ii) Vîi (x, y) ∈ D × K, ¡nh x¤ G(y, ., x) : D → 2Y l  C� hemi li¶n töc lþ

t÷ðng tr¶n;

iii) Vîi y ∈ K, G(y, ., .) l  C-gi£ �ìn �i»u m¤nh d÷îi;

iv) Vîi (x, y) ∈ K, G(y, x, .) l  C�lçi tr¶n (ho°c, C�gièng tüa lçi tr¶n);

v) G l  ¡nh x¤ C� li¶n töc tr¶n.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D, ȳ ∈ K sao cho

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

G(ȳ, x̄, z) ∩ (−C \ {0}) = ∅ vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ),

Chùng minh. �p döng k¸t qu£ �ành lþ 2.4.1, ta suy ra tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D ×K
sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ) v  G(ȳ, z, x̄) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ)}.
Sû döng k¸t qu£ Bê �· 2.4.1 vîi D = S(x̄, ȳ), ta câ G(ȳ, x̄, z) ∩ (−C \ {0}) =

∅ vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ). �ành lþ �¢ �÷ñc chùng minh.

Lªp luªn t÷ìng tü, ta chùng minh �÷ñc k¸t qu£ tçn t¤i nghi»m cho b i to¡n
tüa c¥n b¬ng Pareto tr¶n lo¤i 1.

�ành lþ 2.4.3. Gi£ sû D,K l¦n l÷ñt l  c¡c tªp con khæng réng lçi compc

cõa khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff X,Z. V  gi£ sû r¬ng

G : K×D×D → 2Y l  ¡nh x¤ �a trà câ gi¡ trà khæng réng v  G(y, x, x)∩C 6= ∅
vîi måi x ∈ D, y ∈ K, thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

i) S l  ¡nh x¤ li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng, T l  ¡nh x¤ nûa li¶n

töc tr¶n vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng;
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ii) Vîi (x, y) ∈ D × K, ¡nh x¤ G(y, ., x) : D → 2Y l  C� hemi li¶n töc lþ

t÷ðng d÷îi;

iii) Vîi y ∈ K, G(y, ., .) l  C�gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n;

iv) Vîi (x, y) ∈ D ×K, G(y, x, .) l  C�lçi d÷îi (ho°c, C�gièng tüa lçi d÷îi);

v) �nh x¤ G l  C� li¶n töc d÷îi.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D, ȳ ∈ K sao cho

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

G(ȳ, x̄, z) 6⊆ −(C \ {0}) vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ).

Ti¸p theo, b¬ng c¡c lªp luªn t÷ìng tü, ta câ k¸t qu£ cho c¡c b i to¡n tüa
c¥n b¬ng y¸u lo¤i 1.

�ành lþ 2.4.4. Gi£ sû D,K t÷ìng ùng l  c¡c tªp con khæng réng lçi compc

cõa khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff X,Z, ¡nh x¤ �a trà G :

K ×D×D → 2Y câ gi¡ trà khæng réng v  G(y, x, x) ⊆ C vîi måi x ∈ D, y ∈ K
thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

i) S l  ¡nh x¤ li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng, T l  ¡nh x¤ nûa li¶n

töc tr¶n vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng;

ii) Vîi (x, y) ∈ D ×K, ¡nh x¤ G(y, ., x) : D → 2Y l  C� hemi li¶n töc d÷îi;

iii) Vîi y ∈ K, G(y, ., .) l  C�gi£ �ìn �i»u y¸u d÷îi;

iv) Vîi (x, y) ∈ D ×K, G(y, x, .) l  C�lçi tr¶n (ho°c, C�gièng tüa lçi tr¶n);

v) G l  ¡nh x¤ C�li¶n töc d÷îi.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D, ȳ ∈ K sao cho

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

G(ȳ, x̄, z) ∩ (−intC) = ∅ vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ).
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Chùng minh. Ta x²t ¡nh x¤ �a trà

H(x, y) = {x′ ∈ S(x, y)|G(y, z, x′) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måi z ∈ S(x, y)}.

Ta chùng minh H(x, y) kh¡c réng, lçi, �âng vîi måi (x, y) ∈ D ×K.
Thªt vªy, vîi méi (x, y) ∈ D×K, ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ Q : S(x, y)→ 2S(x,y)

x¡c �ành bði

Qxy(z) = {x′ ∈ S(x, y)|G(y, z, x′) ∩ (−C) 6= ∅}.

L§y z ∈ S(x, y) tòy þ, gi£ sû d¢y {x′α} l  d¢y suy rëng trong Qxy(z), x′α → x′.

Khi �â, ta câ

x′α ∈ S(x, y), G(y, z, x′α) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måiα. (2.8)

Do tªp S(x, y) �âng n¶n x′ ∈ S(x, y). M°t kh¡c, do G(y, z, .) l  ¡nh x¤ C�li¶n
töc tr¶n n¶n vîi måi l¥n cªn V cõa gèc trong Y , tçn t¤i α0 sao cho

G(y, z, x′α) ⊆ G(y, z, x′) + C + V vîi måiα ≥ α0.

Do C l  nân �âng k¸t hñp vîi (2.8), ta suy ra (G(y, z, x′)) ∩ (−C) 6= ∅ (m¥u
thu¨n). Vªy x′ ∈ Qxy(z), hay Qxy(z) �âng vîi måi z ∈ S(x, y). Ngo i ra, do
D,S(x, y) l  tªp compc n¶n tªp con �âng Qxy(z) compc.

Ti¸p theo, ta ch¿ ra Qxy l  ¡nh x¤ KKM. Gi£ sû tçn t¤i {x1, x2, ..., xn} ⊆
S(x, y) sao cho

co{x1, x2, ..., xn} 6⊆
n
∪
i=1

Qxy(xi).

Khi �â tçn t¤i x∗,

x∗ =
n∑
i=1

αixi ∈ co{x1, x2, ..., xn}, αi ≥ 0,
n∑
i=1

αi = 1,

sao cho x∗ 6∈ Qxy(xi), i = 1, n. Tø �â ta câ

G(y, xi, x
∗) ∩ (−C) = ∅ vîi i = 1, n.

Tø G(y, ., .) l  C�gi£ �ìn �i»u y¸u d÷îi, ta câ

G(y, x∗, xi) ∩ (−intC) 6= ∅ vîi i = 1, n.
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V¼ ¡nh x¤ G(y, x∗, .) l  C� lçi tr¶n (ho°c C� gièng tüa lçi tr¶n) n¶n
n∑
i=1

αiG(y, x∗, xi) ⊆ G(y, x∗, x∗) + C,

(ho°c, tçn t¤i i ∈ {1, 2, ..., n} sao cho

G(y, x∗, xi) ⊆ G(y, x∗, x∗) + C).

Tø �â
G(y, x∗, x∗) ∩ (−intC) 6= ∅.

�i·u n y suy ra tçn t¤i v ∈ G(y, x∗, x∗), v ∈ (−intC(y, x∗), tùc l  v 6∈ C v 
nh÷ vªy G(y, x∗, x∗) 6⊆ C. �i·u n y tr¡i vîi gi£ thi¸t G(y, x, x) ⊆ C vîi måi
(x, y) ∈ D ×K. Nh÷ vªy, ta câ Qxy l  ¡nh x¤ KKM. Sû döng Bê �· Fan-KKM
(�ành lþ 1.2.2), ta câ

∩
z∈S(x,y)

Qxy(z) 6= ∅.

Ngh¾a l  tçn t¤i x′ ∈ S(x, y) sao cho G(y, z, x′) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måi z ∈ S(x, y),

hay H(x, y) 6= ∅.
Ti¸p theo, ta chùng tä H(x, y) l  tªp lçi. Thªt vªy, l§y x′1, x′2 ∈ H(x, y) v 

β ∈ [0, 1]. Do tªp S(x, y) lçi n¶n βx′1 + (1 − β)x′2 ∈ S(x, y). M°t kh¡c, tø �ành
ngh¾a ¡nh x¤ H, ta câ

G(y, z, x′1) ∩ (−C) 6= ∅, v  G(y, z, x′2) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måi z ∈ S(x, y).

L¤i do ¡nh x¤ G(y, z, .) l  C-lçi tr¶n (ho°c, C-gièng tüa lçi tr¶n), ta câ

βG(y, z, x′1)+(1−β)G(y, z, x′2) ⊆ G(y, z, βx′1+(1−β)x′2)+C vîi måi z ∈ S(x, y),

(ho°c, tçn t¤i i ∈ {1, 2} sao cho

G(y, z, x′i) ⊆ G(y, z, βx′1 + (1− β)x′2) + C vîi måi z ∈ S(x, y)).

Tø �â,

G(y, z, βx′1 + (1− β)x′2) ∩ (−C) 6= ∅, vîi måi z ∈ S(x, y).

Nh÷ vªy ta câ βx′1 + (1− β)x′2 ∈ H(x, y) v  H(x, y) l  tªp lçi.
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�º chùng minh H l  ¡nh x¤ �âng, ta l§y d¢y suy rëng {(xα, yα)} hëi tö tîi
(x, y), d¢y suy rëng {x′α} hëi tö tîi x′, vîi x′α ∈ H(xα, yα) vîi måi α. Ta c¦n
chùng tä r¬ng x′ ∈ H(x, y).

Thªt vªy, tø x′α ∈ S(xα, yα) v  t½nh nûa li¶n töc tr¶n vîi gi¡ trà �âng cõa S
ta câ x′ ∈ S(x, y). Do x′α ∈ H(xα, yα) n¶n

G(yα, z, x
′
α) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måi z ∈ S(xα, yα). (2.9)

Vîi méi z ∈ S(x, y), do ¡nh x¤ S nûa li¶n töc d÷îi, tçn t¤i d¢y suy rëng
{zα}, zα ∈ S(xα, yα) vîi måi α, zα → z. Khi �â, tø (2.9) ta câ

G(yα, zα, x
′
α) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måiα.

Tø gi£ thi¸t ¡nh x¤ G l  C- li¶n töc tr¶n, vîi méi l¥n cªn V cõa gèc trong Y,
tçn t¤i ch¿ sè α0 sao cho vîi måi α ≥ α0 ta câ

G(yα, zα, x
′
α) ⊆ G(y, z, x′) + C + V.

�i·u �â k²o theo
(G(y, z, x′) + C + V ) ∩ (−C) 6= ∅.

Do C l  nân �âng, ta suy ra

G(y, z, x′) ∩ (−C) 6= ∅.

Ngh¾a l , x′ ∈ H(x, y) v  ¡nh x¤ H �âng.
Ta x²t ¡nh x¤ �a trà P : D × K → 2D×K , P (x, y) = H(x, y) × T (x, y). D¹

th§y ¡nh x¤ �a trà P câ gi¡ trà khæng réng, lçi, �âng, còng vîi t½nh compc cõa
tªp hñp D×K ta suy ra ¡nh x¤ P nûa li¶n töc tr¶n. Do �ành lþ �iºm b§t �ëng
Ky Fan (�ành lþ 1.2.1), tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D×K sao cho (x̄, ȳ) ∈ P (x̄, ȳ). Khi �â,
x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ) v 

G(ȳ, z, x̄) ∩ (−C) 6= ∅ vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ).

�p döng k¸t qu£ Bê �· 2.4.2, ta câ

G(ȳ, x̄, z) ∩ (−intC) = ∅, vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ).

�ành lþ �¢ �÷ñc chùng minh.
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�ành lþ 2.4.5. Gi£ sû D,K l¦n l÷ñt l  c¡c tªp con khæng réng lçi compc

cõa khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff, ¡nh x¤ �a trà G :

K×D×D → 2Y câ gi¡ trà khæng réng v  G(y, x, x)∩C 6= ∅ vîi måi x ∈ D, y ∈ K
thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

i) S l  ¡nh x¤ li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng, T l  ¡nh x¤ nûa li¶n

töc tr¶n vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng;

ii) Vîi (x, y) ∈ D ×K, ¡nh x¤ G(y, ., x) : D → 2Y l  C� hemi li¶n töc tr¶n;

iii) Vîi y ∈ K, G(y, ., .) l  C�gi£ �ìn �i»u y¸u tr¶n;

iv) Vîi (x, y) ∈ D ×K, G(y, x, .) l  C�lçi d÷îi (ho°c, C�gièng tüa lçi d÷îi);

v) G l  ¡nh x¤ C�li¶n töc d÷îi.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D, ȳ ∈ K sao cho

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

G(ȳ, x̄, z) 6⊆ (−intC) vîi måi z ∈ S(x̄, ȳ).

2.4.5.2. C¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto v  y¸u lo¤i 2.
Trong möc n y ta x²t c¡c ¡nh x¤ P1 : D → 2D, P2 : D → 2D, P : D →

2D, Q : K ×D → 2K , G : D×D → 2Y v  ¡nh x¤ nân C : D → 2Y . C¡c b i to¡n
tüa c¥n b¬ng Pareto tr¶n (d÷îi) v  y¸u tr¶n (d÷îi) lo¤i 2 l¦n l÷ñt �÷ñc ph¡t
biºu nh÷ sau:

1. T¼m x̄ ∈ D sao cho
x̄ ∈ P (x̄) v  G(x̄, x) 6⊆ −(C(x̄) \ {0}) vîi måix ∈ P (x̄);

2. T¼m x̄ ∈ D sao cho
x̄ ∈ P (x̄) v  G(x̄, x) ∩ −(C(x̄) \ {0}) = ∅ vîi måi x ∈ P (x̄);

3. T¼m x̄ ∈ D sao cho
x̄ ∈ P (x̄) v  G(x̄, x) 6⊆ −intC(x̄) vîi måi x ∈ P (x̄);

4. T¼m x̄ ∈ D sao cho
x̄ ∈ P (x̄) v  G(x̄, x) ∩ −intC(x̄) = ∅ vîi måix ∈ P (x̄).
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Ti¸p theo ta s³ �÷a ra �i·u ki»n �õ �º c¡c b i to¡n tr¶n câ nghi»m.

�ành lþ 2.4.6. Gi£ sû D l  tªp con khæng réng lçi compc cõa khæng gian X,

¡nh x¤ P : D → 2D li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng. V  gi£ sû ¡nh x¤

�a trà G : D × D → 2Y câ gi¡ trà khæng réng, C : D → 2Y l  ¡nh x¤ nân vîi

G(x, x) ⊆ C(x) vîi måi x ∈ D, thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

i) Vîi t ∈ D, G(., t) : D → 2Y l  C-hemi li¶n töc m¤nh d÷îi;

ii) Vîi x ∈ D, y ∈ K, tªp

A = {t ∈ D|G(x, t) ∩ (−C(x)) 6= ∅} l  �âng trong D;

iii) G l  C-gi£ �ìn �i»u m¤nh d÷îi;

iv) G l  C-lçi tr¶n theo �÷íng ch²o (ho°c, C-gièng tüa lçi tr¶n theo �÷íng ch²o)

�èi vîi bi¸n thù hai.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v 

G(x̄, t) ∩ (−C(x̄)\{0}) = ∅ vîi måi t ∈ P (x̄).

Chùng minh. Ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ M : D → 2D v  F : D ×D → 2Y ,

M(t) = {x ∈ D| G(t, x) ∩ −C(t) 6= ∅}, t ∈ D,

F (x, t) = x−M(t), (x, t) ∈ D ×D.

V¼ vîi t ∈ D cè �ành, tªp hñp A �âng n¶n tªp

B = {x ∈ D| 0 /∈ F (x, t)}

l  mð trong D.
Cho {t1, t2, ..., tn} l  tªp con húu h¤n tòy þ trong D v  x =

n∑
i=1

αiti, αi ≥

0 vîi måi i ∈ {1, 2, ..., n},
n∑
i=1

αi = 1. Ta ch¿ ra r¬ng, tçn t¤i i ∈ {1, 2, ..., n} sao

cho 0 ∈ F (x, ti). Gi£ sû 0 /∈ F (y, x, ti) vîi måi i ∈ {1, 2, ..., n}, hay G(y, ti, x) ∩
(−C(y, ti)) = ∅ vîi måi i ∈ {1, 2, ..., n}. Tø G l  C-gi£ �ìn �i»u y¸u d÷îi suy ra
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G(x, ti) ∩ −intC(x) 6= ∅ vîi måi i ∈ {1, 2, ..., n}. N¸u G l  C-lçi tr¶n theo �÷íng
ch²o �èi vîi bi¸n thù hai, ta suy ra

n∑
i=1

αiG(x, ti) ⊆ G(x, x) + C(x).

Ta câ,
n∑
i=1

αi [G(x, ti) ∩ −intC(x)] ⊆
n∑
i=1

αiG(x, ti) ∩ −intC(x)

⊆ (G(x, x) + C(x) ∩ −intC(x)) 6= ∅.

Tø �â ta suy ra r¬ng

(G(x, x) + C(x)) ∩ (−intC(x)) 6= ∅ hay G(x, x) ∩ (−intC(x)) 6= ∅,

m¥u thu¨n vîi gi£ thi¸t G(x, x) ∩ (−intC(x)) = ∅ vîi måi x ∈ D.
Lªp luªn t÷ìng tü, ta th§y r¬ng trong tr÷íng hñp G l  C-gièng tüa lçi tr¶n

theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai ta công câ G(x, x) ∩ −intC(x) 6= ∅, m¥u
thu¨n vîi G(x, x) ⊆ C(x). V¼ vªy, tçn t¤i j ∈ {1, 2, ..., n} �º 0 ∈ F (x, tj) v  do �â
F l  ¡nh x¤ Q−KKM vîi Q ≡ D. Cuèi còng, ¡p döng H» qu£ 2.3.1 vîi D,P,Q
v  F ta th§y, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v  0 ∈ F (x̄, t), vîi måi t ∈ P (x̄).

�i·u n y ch¿ ra x̄ ∈ M(t) vîi måi t ∈ P (x̄) v  do vªy G(t, x̄) ∩ (−C(t)) 6= ∅ vîi
måi t ∈ P (x̄). �p döng k¸t qu£ Bê �· 2.4.2 vîi D thay bði P (x̄), ta câ �i·u c¦n
chùng minh.

Lªp luªn t÷ìng tü, ta thu �÷ñc k¸t qu£ cho b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto
tr¶n lo¤i 2.

�ành lþ 2.4.7. Gi£ sû D l  tªp con khæng réng lçi compc cõa khæng gian X,

¡nh x¤ P : D → 2D li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng. V  gi£ sû ¡nh x¤

�a trà G : D × D → 2Y câ gi¡ trà khæng réng, C : D → 2Y l  ¡nh x¤ nân vîi

G(x, x) ∩ C(x) 6= ∅ vîi måi x ∈ D, thäa m¢n c¡c �i·u ki»n sau:

i) Vîi t ∈ D, G(., t) : D → 2Y l  C-hemi li¶n töc m¤nh tr¶n;

ii) Vîi x ∈ D, tªp hñp A = {t ∈ D| G(x, t) ⊆ −C(x)} �âng trong D;
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iii) G l  C-gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n;

iv) G l  C-lçi d÷îi theo �÷íng ch²o (ho°c, C-gièng tüa lçi d÷îi theo �÷íng

ch²o) �èi vîi bi¸n thù hai.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v 

G(x̄, t) 6⊆ −(C(x̄)\{0}) vîi måi t ∈ P (x̄).

�ành lþ 2.4.8. Gi£ sû D l  tªp con khæng réng lçi compc cõa khæng gian X,

¡nh x¤ P : D → 2D li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng, ¡nh x¤ G : D×D →
2Y câ gi¡ trà khæng réng, ¡nh x¤ nân C : D → 2Y thäa m¢n G(x, x) ⊆ C(x) vîi

måi x ∈ D v :

i) Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ G(., t) : D → 2Y l  C-hemi li¶n töc d÷îi;

ii) Vîi x ∈ D, tªp A = {t ∈ D| G(x, t) ∩ −C(x) 6= ∅} �âng trong D;

iii) G l  C- gi£ �ìn �i»u y¸u d÷îi;

iv) G l  C-lçi tr¶n theo �÷íng ch²o (ho°c, C-gièng tüa lçi tr¶n theo �÷íng ch²o)

�èi vîi bi¸n thù hai.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v 

G(x̄, t) ∩ −intC(x̄) = ∅ vîi måi t ∈ P (x̄).

Chùng minh. Ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ M : D → 2D v  F : D ×D → 2Y ,

M(t) = {x ∈ D| G(t, x) ∩ −C(t) 6= ∅}, t ∈ D,

F (x, t) = x−M(t), (x, t) ∈ D ×D.

V¼ vîi t ∈ D cè �ành, tªp hñp A �âng n¶n tªp B = {x ∈ D| 0 /∈ F (x, t)} l  mð
trong D.

Cho {t1, t2, ..., tn} l  tªp con húu h¤n tòy þ trong D v  x =
n∑
i=1

αiti, αi ≥

0 vîi måi i ∈ {1, 2, ..., n},
n∑
i=1

αi = 1. Ta ch¿ ra r¬ng, tçn t¤i i ∈ {1, 2, ..., n}

sao cho 0 ∈ F (x, ti). Gi£ sû 0 /∈ F (x, ti), vîi måi i = 1, 2, ..., n hay G(ti, x) ∩
(−C(ti)) = ∅ vîi i = 1, 2, ..., n. Tø G l  C-gi£ �ìn �i»u y¸u d÷îi suy ra G(x, ti)∩
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−intC(x) 6= ∅ vîi i = 1, 2, ..., n. N¸u G l  C-lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n
thù hai, ta suy ra

n∑
i=1

αiG(x, ti) ⊆ G(x, x) + C(x).

Ta câ,
n∑
i=1

αi [G(x, ti) ∩ −intC(x)] ⊆
n∑
i=1

αiG(x, ti) ∩ −intC(x)

⊆ (G(x, x) + C(x) ∩ −intC(x)) 6= ∅.

Tø �â ta suy ra r¬ng

(G(x, x) + C(x)) ∩ (−intC(x)) 6= ∅ hay G(x, x) ∩ (−intC(x)) 6= ∅,

m¥u thu¨n vîi gi£ thi¸t G(x, x) ∩ (−intC(x)) = ∅ vîi måi x ∈ D.
Lªp luªn t÷ìng tü, ta th§y r¬ng trong tr÷íng hñp G l  C-gièng tüa lçi tr¶n

theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai ta công câ G(x, x) ∩ −intC(x) 6= ∅, m¥u
thu¨n vîi G(x, x) ⊆ C(x). V¼ vªy, tçn t¤i j ∈ {1, 2, ..., n} �º 0 ∈ F (x, tj) v  do �â
F l  ¡nh x¤ Q−KKM vîi Q ≡ D. Cuèi còng, ¡p döng H» qu£ 2.3.1 vîi D,P,Q
v  F ta th§y, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v  0 ∈ F (x̄, t), vîi måi t ∈ P (x̄).

�i·u n y ch¿ ra x̄ ∈ M(t) vîi måi t ∈ P (x̄) v  do vªy G(t, x̄) ∩ (−C(t)) 6= ∅ vîi
måi t ∈ P (x̄). �p döng Bê �· 2.4.2 vîi D thay bði P (x̄), ta câ �i·u c¦n chùng
minh.

�ành lþ 2.4.9. Gi£ sû D l  tªp con khæng réng lçi compc cõa khæng gian

X, ¡nh x¤ P : D → 2D li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng, ¡nh x¤ �a trà

G : D × D → 2Y câ gi¡ trà khæng réng, ¡nh x¤ nân C : D → 2Y thäa m¢n

G(x, x) ∩ C(x) 6= ∅, vîi måi x ∈ D v :

i) Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ G(., t) : D → 2Y l  C-hemi li¶n töc tr¶n;

ii) Vîi x ∈ D, tªp A = {t ∈ D| G(x, t) ⊆ −C(x)} �âng trong D;

iii) G l  C- gi£ �ìn �i»u y¸u tr¶n;

iv) G l  C-lçi d÷îi theo �÷íng ch²o (ho°c, C-gièng tüa lçi d÷îi theo �÷íng

ch²o) �èi vîi bi¸n thù hai.
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Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v 

G(x̄, t) 6⊆ −intC(x̄) vîi måi t ∈ P (x̄).

Chó þ. N¸u c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n:

i) �nh x¤ �a trà G : D ×D −→ 2Y câ gi¡ trà khæng réng compc;

ii) Vîi x ∈ D ¡nh x¤ G(x, .) : D → 2Y l  ¡nh x¤ �a trà C-li¶n töc d÷îi;

iii) C : D → 2Y l  ¡nh x¤ nân �a trà vîi gi¡ trà �âng,

th¼ vîi x ∈ D, tªp A = {t ∈ D| G(x, t) ⊆ −C(x)} �âng trong D.

Thªt vªy, gi£ sû tα ∈ A, tα → t, ta câ G(x, tα) ⊆ −C(x). Tø t½nh C-li¶n töc
d÷îi cõa ¡nh x¤ G(x, .) suy ra r¬ng, vîi måi l¥n cªn V cõa gèc O trong Y ta câ

G(x, t) ⊆ G(x, tα) + V − C(x).

Tø �â ta câ G(x, t) ⊆ V − C(x). Hìn núa, tø G(x, t) l  tªp compc v  C(x) l 
tªp �âng, ta câ G(x, t) ⊆ −C(x). V¼ vªy, A �âng trong D.

Ti¸p theo, chóng tæi x²t b i to¡n tüa c¥n b¬ng y¸u m  khæng c¦n c¡c �i·u
ki»n C-gi£ �ìn �i»u, tuy nhi¶n ð �¥y �ái häi t½nh li¶n töc m¤nh hìn.

H» qu£ 2.4.7. Gi£ sû D l  tªp con khæng réng lçi compc cõa khæng gian X,

¡nh x¤ P : D → 2D li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng. Cho ¡nh x¤ nân

�a trà C : D → 2Y nûa li¶n töc d÷îi, ¡nh x¤ �a trà G : D ×D → 2Y vîi gi¡ trà

compc, khæng réng sao cho vîi måi t ∈ D cè �ành, ¡nh x¤ G(., t) : D → 2Y l 

(−C)-li¶n töc d÷îi. Gi£ sû:

i) G(x, x) 6⊆ −intC(x) vîi måi x ∈ D;

ii) G l  C- lçi d÷îi theo �÷íng ch²o (ho°c, C-gièng tüa lçi d÷îi theo �÷íng

ch²o) �èi vîi bi¸n thù hai.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D �º x̄ ∈ P (x̄) v 

G(x̄, t) ∩ −intC(x̄) = ∅, vîi måi t ∈ P (x̄).

Chùng minh. Ta �ành ngh¾a c¡c ¡nh x¤ M : D → 2D, F : D ×D → 2D,

M(t) = {x ∈ D| G(x, t) ∩ −intC(x) = ∅}, t ∈ D,

F (x, t) = x−M(t), (x, t) ∈ D ×D.
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Vîi méi t ∈ D, y ∈ K cè �ành, ta chùng tä tªp B mð trong D, vîi

B = {x ∈ D| 0 /∈ F (x, t) } = {x ∈ D| G(x, t) ∩ (−intC(x)) 6= ∅}.

Thªt vªy, l§y x0 ∈ B. Tø �â suy ra, vîi måi l¥n cªn V cõa gèc trong Y,

ta câ (G(x0, t) + V ) ∩ (−intC(x0)) 6= ∅. Tø t½nh ch§t (−C)-li¶n töc d÷îi cõa
G(., t) suy ra r¬ng câ tçn t¤i l¥n cªn U1 cõa �iºm x0 trong X sao cho G(x0, t) ⊆
G(x, t)+V +C(x0), vîi måi x ∈ U1. Do G(x0, t) compc v  G(x, t)+V +C(x0) mð,
n¶n tçn t¤i l¥n cªn V0 cõa gèc trong Y sao cho G(x0, t)+V0 ⊆ G(x, t)+V +C(x0).

Do (G(x0, t)+V0)∩−intC(x0) 6= ∅ n¶n (G(x, t)+V +C(x0))∩−intC(x0) 6= ∅. Tø
�â suy ra (G(x, t)+V )∩(−intC(x0)) = (G(x, t)+V )∩(−C(x0)−intC(x0)) 6= ∅ vîi
måi V . Còng vîi G(x, t) compc, ta câ �÷ñc G(x, t)∩−intC(x0) 6= ∅. Ngo i ra, do
¡nh x¤ nân C nûa li¶n töc d÷îi n¶n vîi måi l¥n cªn V cõa gèc trong Y, tçn t¤i l¥n
cªn U2 cõa x0 sao cho C(x0) ⊆ C(x),∀x ∈ U2, v  nh÷ vªy, −intC(x0) ⊆ −intC(x)

vîi måi x ∈ U2. Do G(x, t) ∩ (−intC(x0)) 6= ∅ n¶n

G(x, t) ∩ (−intC(x)) 6= ∅, vîi måi x ∈ U,U = U1 ∩ U2.

�i·u n y suy ra r¬ng U ⊆ B v  tªp B mð.
Cho tªp hñp {t1, t2, ..., tn} gçm húu h¤n c¡c ph¦n tû tòy þ trong D v  x =

n∑
i=1

αiti, αi ≥ 0,∀i ∈ {1, 2, ..., n},
n∑
i=1

αi = 1. Ta gi£ sû r¬ng 0 /∈ F (x, ti), vîi måi

i = 1, 2, ..., n hay G(x, ti)∩−intC(y, x) 6= ∅, vîi måi i = 1, 2, ..., n. N¸u G l  C-lçi
tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai, ta suy ra

n∑
i=1

αi [G(x, ti) ∩ (−intC(x))] ⊆

[
n∑
i=1

αiG(x, ti)

]
∩ (−intC(x))

⊆ (G(x, x) + C(x)) ∩ (−intC(x)) .

Tø �â, (G(x, x) + C(x)) ∩ (−intC(x)) 6= ∅, hay G(x, x) ∩ (−intC(x)) 6= ∅, m¥u
thu¨n vîi gi£ thi¸t G(x, x) ∩ (−intC(x)) = ∅ vîi måi x ∈ D.

N¸u G l  C-gièng tüa lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai, ta suy
ra tçn t¤i i ∈ {1, 2, ..., n} sao cho G(x, ti) ⊆ G(x, x) + C(x). Lªp luªn t÷ìng
tü nh÷ tr¶n, ta suy ra r¬ng G(x, x) ∩ (−intC(x)) 6= ∅, m¥u thu¨n vîi gi£ thi¸t
G(x, x) ∩ (−intC(x)) = ∅ vîi måi x ∈ D. Nh÷ vªy, tçn t¤i j ∈ {1, 2, ..., n} �º
0 ∈ F (x, tj), ngh¾a l  F l  ¡nh x¤ Q-KKM vîi Q ≡ K.
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Cuèi còng, vªn döng �ành lþ 2.3.1 (ho°c �ành lþ 2.3.2) vîi D,P = Pi, i =

1, 2, Q v  F , ta kh¯ng �ành, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v  0 ∈ F (x̄, t) vîi måi
t ∈ P (x̄). Tø �â suy ra x̄ ∈M(t) vîi måi t ∈ P (x̄) v  do vªy G(x̄, t)∩−intC(x̄) =

∅, vîi måi t ∈ P (x̄).

H» qu£ 2.4.8. Gi£ sû D l  tªp con khæng réng lçi compc cõa khæng gian X,

¡nh x¤ P : D → 2D li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng. Cho ¡nh x¤ nân

�a trà C : D → 2Y nûa li¶n töc d÷îi, ¡nh x¤ �a trà G : D ×D → 2Y vîi gi¡ trà

compc, khæng réng sao cho vîi måi t ∈ D, ¡nh x¤ G(., t) : D → 2Y l  (−C)-li¶n
töc tr¶n. Gi£ sû:

i) G(x, x) 6⊆ −intC(x) vîi måi x ∈ D;

ii) G l  C- lçi d÷îi theo �÷íng ch²o (ho°c, C-gièng tüa lçi d÷îi theo �÷íng

ch²o) �èi vîi bi¸n thù hai.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v 

G(x̄, t) 6⊆ −intC(x̄), vîi måi t ∈ P (x̄).

2.4.6. C¡c b i to¡n b§t �¯ng thùc tüa bi¸n ph¥n v²ctì

Ph¦n ti¸p theo, chóng tæi ¡p döng c¡c k¸t qu£ trong Möc 2.4.5 v o c¡c b i
to¡n b§t �¯ng thùc tüa bi¸n ph¥n v²ctì têng qu¡t. Ta bi¸t r¬ng lþ thuy¸t b§t
�¯ng thùc bi¸n ph¥n v²ctì �¢ �÷ñc nghi¶n cùu khði �¦u bði Giannessi v  sau �â
trð th nh cæng cö húu döng cho vi»c nghi¶n cùu lîp c¡c b i to¡n tèi ÷u v²ctì...
Lþ thuy¸t n y �¢ trð th nh cæng cö húu hi»u �º gi£i nhi·u b i to¡n tèi ÷u v²ctì
v  �¢ �÷ñc mð rëng v  ph¡t triºn m¤nh m³ trong nhúng n«m g¦n �¥y.

Cho X, Y l  c¡c khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff,
L(X, Y ) l  tªp hñp t§t c£ c¡c ¡nh x¤ tuy¸n t½nh li¶n töc tø X v o Y v  〈l, x〉
l  gi¡ trà cõa l t¤i x, vîi l ∈ L(X, Y ), x ∈ X. Cho K l  tªp con khæng réng
lçi compc cõa khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff Z v  cho
D ⊆ X, C : D → 2Y l  ¡nh x¤ nân �a trà, P : D → 2D, G : D → 2L(X,Y ),
θ : D ×D → X l  mët ¡nh x¤ phi tuy¸n. C¡c b i to¡n b§t �¯ng thùc tüa bi¸n
ph¥n v²ctì Pareto v  y¸u têng qu¡t �÷ñc ph¡t biºu nh÷ sau:
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1. T¼m x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v  〈G(x̄), θ(x̄, t)〉 6⊆ −C(x̄)\{0} vîi måi
t ∈ P (x̄);

2. T¼m x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v  〈G(x̄), θ(x̄, t)〉 ∩ −C(x̄)\{0} = ∅ vîi måi
t ∈ P (x̄);

3. T¼m x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v  〈G(x̄), θ(x̄, t)〉 6⊆ −intC(x̄) vîi måi t ∈
P (x̄);

4. T¼m x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v  〈G(x̄), θ(x̄, t)〉 ∩ −intC(x̄) = ∅ vîi måi
t ∈ P (x̄).

�º chùng minh sü tçn t¤i nghi»m cõa c¡c b i to¡n tr¶n, chóng ta sû döng c¡c
kh¡i ni»m ¡nh x¤ �a trà gi£ �ìn �i»u mð rëng sau �¥y:

�ành ngh¾a 2.4.3. i) �nh x¤ G : D → 2L(X,Y ) �÷ñc gåi l  (C, θ)- gi£ �ìn

�i»u y¸u tr¶n n¸u vîi méi x, t ∈ D,

〈G(x), θ(x, t)〉 6⊆ −intC(x)⇒ 〈G(t), θ(t, x)〉 ⊆ −C(t);

ii) �nh x¤ G : D → 2L(X,Y ) �÷ñc gåi l  (C, θ)- gi£ �ìn �i»u y¸u d÷îi n¸u vîi
méi x, t ∈ D,

〈G(x), θ(x, t)〉 ∩ −intC(x) = ∅ ⇒ 〈G(t), θ(t, x)〉 ∩ −C(t) 6= ∅;

iii) �nh x¤ G : D → 2L(X,Y ) �÷ñc gåi l  (C, θ)- gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n n¸u
vîi méi x, t ∈ D,

〈G(x), θ(x, t)〉 6⊆ −(C(x)\{0})⇒ 〈G(t), θ(t, x)〉 ⊆ −C(t);

iv) �nh x¤ G : D → 2L(X,Y ) �÷ñc gåi l  (C, θ)- gi£ �ìn �i»u m¤nh d÷îi n¸u
vîi méi x, t ∈ D,

〈G(x), θ(x, t)〉 ∩ −(C(x)\{0}) = ∅ ⇒ 〈G(t), θ(t, x)〉 ∩ −C(t) 6= ∅.

Ta th§y r¬ng, G l  (C, θ) - gi£ �ìn �i»u y¸u tr¶n (y¸u d÷îi, m¤nh tr¶n, m¤nh
d÷îi) n¸u ¡nh x¤ �a trà F : D ×D → 2Y x¡c �ành bði F (x, t) = 〈G(x), θ(x, t)〉
l  C-gi£ �ìn �i»u y¸u tr¶n (y¸u d÷îi, m¤nh tr¶n, m¤nh d÷îi, t÷ìng ùng).
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C¡c h» qu£ sau �¥y l  sü têng qu¡t hâa c¡c k¸t qu£ cõa Fang Y. P. v 
Huang N. J. �÷a ra trong t i li»u [21]. Ph¦n chùng minh cõa chóng công câ
thº suy ra trüc ti¸p tø c¡c �ành lþ 2.4.6, 2.4.7, 2.4.8 v  2.4.9, vîi F (x, t) =

〈G(x), θ(x, t)〉, (x, t) ∈ D ×D.

H» qu£ 2.4.9. Cho D l  tªp con khæng réng lçi compc trong khæng gian X,

¡nh x¤ �a trà P : D → 2D câ gi¡ trà khæng réng lçi �âng. �nh x¤ phi tuy¸n

θ : X ×X → X, ¡nh x¤ �a trà G : D → 2L(X,Y ) v  ¡nh x¤ nân C : D → 2Y vîi

〈G(x), θ(x, x)〉 ⊆ C(x) vîi måi x ∈ D. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n:

i) Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ 〈G(.), θ(., t)〉 : D → 2Y l  C-hemi li¶n töc lþ t÷ðng tr¶n;

ii) Vîi x ∈ D, tªp A = {t ∈ D| 〈G(x), θ(x, t)〉 ⊆ −C(x)} l  �âng trong D;

iii) G l  (C, θ)-gi£ �ìn �i»u m¤nh d÷îi;

iv) �nh x¤ F : D×D → 2Y x¡c �ành bði F (x, t) = 〈G(x), θ(x, t)〉 l  C-lçi tr¶n
theo �÷íng ch²o (ho°c, C-gièng tüa lçi tr¶n theo �÷íng ch²o) �èi vîi bi¸n

thù hai.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v 

〈G(x̄), θ(x̄, t)〉 ∩ −(C(x̄)\{0}) = ∅ vîi måi t ∈ P (x̄).

H» qu£ 2.4.10. Cho D l  tªp con khæng réng lçi compc trong khæng gian X,

¡nh x¤ �a trà P : D → 2D câ gi¡ trà khæng réng lçi �âng. �nh x¤ phi tuy¸n

θ : X ×X → X, ¡nh x¤ �a trà G : D → 2L(X,Y ) v  ¡nh x¤ nân C : D → 2Y vîi

〈G(x), θ(x, x)〉 ∩ C(x) 6= ∅ vîi måi x ∈ D. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n :

i) Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ 〈G(.), θ(., t)〉 : D → 2Y l  C-hemi li¶n töc lþ t÷ðng d÷îi;

ii) Vîi x ∈ D, tªp A = {t ∈ D| 〈G(x), θ(x, t)〉 ⊆ −C(x)} �âng trong D;

iii) G l  (C, θ)-gi£ �ìn �i»u m¤nh tr¶n;

iv) �nh x¤ F : D×D → 2Y , x¡c �ành bði F (x, t) = 〈G(x), θ(x, t)〉, vîi méix, t ∈
D, l  C-lçi d÷îi theo �÷íng ch²o (ho°c, C-gièng tüa lçi d÷îi theo �÷íng

ch²o) �èi vîi bi¸n thù hai.
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Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v 

〈G(x̄), θ(x̄, t)〉 6⊆ −(C(x̄)\{0}) vîi måi t ∈ P (x̄).

H» qu£ 2.4.11. Cho D l  tªp con khæng réng lçi compc cõa X, ¡nh x¤ �a trà

P : D → 2D li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng. Gi£ sû c¡c ¡nh x¤ �a trà

G : D → 2L(X,Y ) câ gi¡ trà khæng réng, θ : D ×D → X phi tuy¸n, C : D → 2Y

l  ¡nh x¤ nân sao cho 〈G(x), θ(x, x)〉 ⊆ C(x) vîi måi x ∈ D, chóng thäa m¢n

c¡c �i·u ki»n sau:

i) Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ �a trà 〈G, θ(., t)〉 : D → 2Y l  C-hemi li¶n töc d÷îi;

ii) Vîi x ∈ D, tªp A = {t ∈ D| 〈G(x), θ(x, t)〉 ⊆ −C(x)} l  �âng trong D;

iii) G l  (C, θ)- gi£ �ìn �i»u y¸u d÷îi;

iv) �nh x¤ �a trà F : D × D → 2Y x¡c �ành bði F (x, t) = 〈G(x), θ(x, t)〉 l 
C-lçi tr¶n (ho°c, C-gièng tüa lçi tr¶n) theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v 

〈G(x̄), θ(x̄, t)〉 ∩ −intC(x̄) = ∅ vîi måi t ∈ P (x̄).

H» qu£ 2.4.12. Cho D l  tªp con khæng réng lçi compc cõa X, ¡nh x¤ �a trà

P : D → 2D li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng. Gi£ sû c¡c ¡nh x¤ �a trà

G : D → 2L(X,Y ) câ gi¡ trà khæng réng, θ : D×D → X phi tuy¸n, C : D → 2Y l 

¡nh x¤ nân sao cho 〈G(x), θ(x, x)〉 ∩ C(x) 6= ∅ vîi måi x ∈ D, chóng thäa m¢n

c¡c �i·u ki»n sau:

i) Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ �a trà 〈G(.), θ(., t)〉 : D → 2Y l  C(.)-hemi li¶n töc tr¶n;

ii) Vîi x ∈ D, tªp A = {t ∈ D| 〈G(x), θ(x, t)〉 ⊆ −C(x)} l  �âng trong D;

iii) G l  (C, θ)- gi£ �ìn �i»u y¸u tr¶n;

iv) �nh x¤ �a trà F : D × D → 2Y x¡c �ành bði F (x, t) = 〈G(x), θ(x, t)〉 l 
C-lçi d÷îi (ho°c, C-gièng tüa lçi d÷îi) theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai.

Khi �â, tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho x̄ ∈ P (x̄) v 

〈G(x̄), θ(x̄, t)〉 6⊆ −intC(x̄) vîi måi t ∈ P (x̄).
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Chó þ.

1) N¸u vîi méi x ∈ D cè �ành, ¡nh x¤ θ(x, .) : D → X li¶n töc th¼ �i·u ki»n
ii) cõa H» qu£ 2.4.10 (t÷ìng ùng, 2.4.9 � 2.4.11) x£y ra.

2) N¸u vîi méi x ∈ D cè �ành, ¡nh x¤ θ(x, .) : D → X tuy¸n t½nh, th¼ �i·u
ki»n iv) cõa H» qu£ 2.4.10 (t÷ìng ùng, 2.4.9 � 2.4.11) x£y ra.

3) N¸u Y = R, C(x̄) ≡ R+ v  G : D → X∗ l  ¡nh x¤ hemi li¶n töc v  �ìn
�i»u; P (x) = D, θ(x, t) = t − x, vîi måi x, t ∈ D, th¼ H» qu£ 2.4.10 trð
th nh: Tçn t¤i x̄ ∈ D sao cho 〈G(x̄), t− x̄〉 ≥ 0,

(�i·u n y t÷ìng �÷ìng vîi 〈G(t), x̄− t〉 ≥ 0) vîi måi t ∈ D). (2.10)

�¥y ch½nh l  b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n Stampacchia (công l  b§t �¯ng thùc
bi¸n ph¥n Minty) cê �iºn.

2.5 Sü ên �ành cõa c¡c tªp nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng
qu¡t

Cho X,Z,D,K, Y, C nh÷ ð c¡c möc tr÷îc, Λ,Γ,Σ l  c¡c khæng gian tæpæ
tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff, c¡c ¡nh x¤ �a trà Pi : D × Λ → 2D vîi
i = 1, 2, Q : D × D × Γ → 2K v  F : K × D × D × Σ → 2Y . Ta x²t b i
to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t phö thuëc tham sè: T¼m x̄ ∈ P1(x̄, λ) sao cho
0 ∈ F (y, x̄, t, µ) vîi måi t ∈ P2(x̄, λ), y ∈ Q(x̄, t, γ).

Vîi méi λ ∈ Λ, µ ∈ Γ, γ ∈ Σ, ta �°t E(λ) = {x | x ∈ P1(x, λ)}; M(λ, γ, µ) =

{x ∈ D | x ∈ E(λ) v  0 ∈ F (y, x, t, µ) vîi måi t ∈ P1(x, λ), y ∈ Q(x, t, γ)}.
Trong Möc 2.3, ta �¢ t¼m �÷ñc �i·u ki»n �õ �º M(λ, γ, µ) 6= ∅. D÷îi �¥y, ta s³
t¼m �i·u ki»n �õ �º ¡nh x¤ nghi»m câ c¡c t½nh ch§t ên �ành nh÷: T½nh nûa li¶n
töc tr¶n, t½nh nûa li¶n töc d÷îi theo ngh¾a cõa Berge �èi vîi c¡c bi¸n (λ, γ, µ).

�ành lþ 2.5.1. Cho (λ0, γ0, µ0) ∈ Λ× Γ× Σ, v  gi£ sû:

i) P1 l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc tr¶n, câ gi¡ trà compc, P2 l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc

d÷îi;

ii) Q l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi vîi £nh compc;
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iii) Tªp A = {(y, x, λ, γ, µ) | x ∈ E(λ), 0 ∈ F (y, x, t, γ) vîi måi t ∈ P2(x, λ), y ∈
Q(x, t, µ)} l  �âng.

Khi �â, ¡nh x¤ M l  nûa li¶n töc tr¶n v  �âng t¤i (λ0, γ0, µ0).

Chùng minh. Tr÷îc h¸t, ta chùng minh M l  �âng t¤i (λ0, γ0, µ0). Ta gi£ sû
M khæng �âng, tùc l  tçn t¤i d¢y (xα, λα, γα, µα) → (x0, λ0, γ0, µ0), vîi xα ∈
M(λα, γα, µα), x0 /∈ M(λ0, γ0, µ0). Ta câ xα ∈ E(λα) còng vîi t½nh �âng cõa E
ta suy ra x0 ∈ E(λ0). Do xα ∈M(λα, γα, µα) n¶n

0 ∈ F (yα, xα, tα, µα) vîi måi tα ∈ P2(xα, λα), yα ∈ Q(xα, tα).

M°t kh¡c, (yα, xα, tα) ∈ D l  tªp compc n¶n khæng m§t t½nh têng qu¡t ta câ
thº gi£ thi¸t yα → y0, xα → x0, tα → t0. Ta câ (yα, xα, tα, λα, γα, µα) ∈ A v 
(yα, xα, tα, λα, γα, µα)→ (y0, x0, t0, λ0, γ0, µ0), k²o theo (y0, x0, t0, λ0, γ0, µ0) ∈ A.
Tø �â, ta suy ra x0 ∈ M(λ0, γ0, µ0). Ta câ m¥u thu¨n. Vªy ¡nh x¤ M �âng t¤i
(λ0, γ0, µ0).

B¥y gií, ta chùng minh r¬ng ¡nh x¤ M : Λ × Γ × Σ → 2D l  nûa li¶n töc
tr¶n t¤i (λ0, γ0, µ0). Thªt vªy, gi£ sû ng÷ñc l¤i, M khæng l  nûa li¶n töc tr¶n t¤i
(λ0, γ0, µ0). Khi �â, tçn t¤i tªp mð U chùa tªp M(λ0, γ0, µ0) sao cho måi d¢y
{(λα, γα, µα)} hëi tö �¸n (λ0, γ0, µ0) �·u tçn t¤i xα ∈M(λα, γα, µα), xα /∈ U. Do
P1 v  câ gi¡ trà compc n¶n P1 �âng k²o theo E �âng. Ta câ thº gi£ thi¸t xα → x0

v  nh÷ vªy x0 ∈ E(λ0). N¸u x0 /∈ M(λ0, γ0, µ0) th¼ tçn t¤i t0 ∈ P2(x0, λ0), y0 ∈
Q(x0, t0, γ0) �º

0 /∈ F (y0, x0, t0, µ0). (2.11)

V¼ (xα, λα) → (x0, λ0), P2 nûa li¶n töc d÷îi t¤i (x0, λ0), ta suy ra tçn t¤i tα ∈
P2(xα, λα), tα → t0. V¼ Q l  nûa li¶n töc d÷îi t¤i (x0, t0, γ0) n¶n tçn t¤i yα ∈
Q(xα, tα, γα), yα → y0. V¼ xα ∈M(λα, γα, µα) n¶n ta suy ra 0 ∈ F (yα, xα, tα, µα).

V¼ (yα, xα, tα, λα, γα, µα) → (y0, x0, t0, λ0, γ0, µ0), xα ∈ E(λα), tα ∈ P2(xα, λα),

yα ∈ Q(xα, tα, µα), 0 ∈ F (yα, xα, tα, µα) v  A �âng n¶n ta suy ra

(y0, x0, t0, λ0, γ0, µ0) ∈ A.
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�i·u n y chùng tä

x0 ∈ E(λ0);

0 ∈ F (y0, x0, t0, µ0), t0 ∈ P2(x0, λ0), y0 ∈ Q(x0, t0, µ0).

�i·u n y m¥u thu¨n vîi (2.11). Vªy ta suy ra M l  nûa li¶n töc tr¶n. Vªy �ành
lþ �÷ñc chùng minh.

�ành lþ 2.5.2. Ta gi£ thi¸t:

i) E l  ¡nh x¤ �a trà nûa li¶n töc d÷îi t¤i λ0;

ii) �nh x¤ Q nûa li¶n töc tr¶n v  nhªn gi¡ trà compc;

iii) P2 l  ¡nh x¤ �âng;

iv) Tªp A = {(y, x, t, λ, γ, µ) ∈ D × D × D × Λ × Γ × Σ | x ∈ P1(x, λ), 0 /∈
F (y, x, t, λ, γ, µ), t ∈ P2(x, λ), y ∈ Q(x, t, µ)} l  tªp �âng.

Khi �â, M l  ¡nh x¤ �a trà nûa li¶n töc d÷îi t¤i (λ0, γ0, µ0).

Chùng minh. Ta gi£ sû M khæng nûa li¶n töc d÷îi t¤i (λ0, γ0, µ0). Tùc l , tçn
t¤i d¢y (λα, γα, µα) → (λ0, γ0, µ0), tçn t¤i x0 ∈ M(λ0, γ0, µ0) �º vîi måi xα ∈
M(λα, γα, µα), xα 6→ x0. V¼ E nûa li¶n töc d÷îi, x0 ∈ E(λ0), λα → λ0 n¶n tçn
t¤i x′α ∈ E(λα), x′α → x0, x

′
α /∈ M(λα, γα, µα), (nh÷ ð tr¶n ta �¢ th§y, khæng

câ d¢y n o thuëc M(λα, γα, µα) hëi tö tîi x0). Tø �â, ta suy ra tçn t¤i tα ∈
P2(x′α, λα), yα ∈ Q(x′α, tα, µα) �º 0 /∈ F (yα, x

′
α, tα, λα, γα, µα). V¼ Q nûa li¶n töc

tr¶n vîi £nh compc, P2 l  ¡nh x¤ �âng v  {tα} ⊆ D, {yα} ⊆ K l  compc t÷ìng
�èi, n¶n ta câ thº gi£ thi¸t yα → y0, tα → t0 v  y0 ∈ Q(x0, t0, µ0), t0 ∈ P2(x0, λ0).

Ta câ (yα, xα, tα, λα, γα, µα) ∈ A, (yα, xα, tα, λα, γα, µα) → (y0, x0, t0, λ0, γ0, µ0).

Vªy (y0, x0, t0, λ0, γ0, µ0) ∈ A, tùc l 

0 /∈ F (y0, x0, t0, µ0), x0 ∈ P1(x0, λ0), t0 ∈ P2(x0, λ0), y0 ∈ Q(x0, t0, µ0).

�i·u n y m¥u thu¨n vîi x0 ∈M(λ0, γ0, µ0). Vªy �ành lþ �÷ñc chùng minh.
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K�T LU�N
Trong ch÷ìng n y, ð c¡c Möc 2.3 v  2.4 chóng tæi �¢ chùng minh �i·u

ki»n tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2 v  c¡c b i to¡n
li¶n quan nh÷: b i to¡n tüa c¥n b¬ng væ h÷îng, bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n,
b i to¡n tüa quan h» bi¸n ph¥n v  �°c bi»t l  c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto
v  y¸u lo¤i 1 v  lo¤i 2, c¡c b i to¡n b§t �¯ng thùc tüa bi¸n ph¥n v²ctì. Ph¦n
cuèi ch÷ìng, Möc 2.5, chùng minh t½nh ên �ành cõa tªp nghi»m cõa b i to¡n
tüa c¥n b¬ng têng qu¡t.



Ch÷ìng 3

B�I TO�N BAO H�M THÙC

TÜA BI�N PH�N PARETO HÉN

HÑP

N«m 2004, Nguy¹n Xu¥n T§n [48] �¢ mð rëng b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n
Stampacchia, b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n Minty sang tr÷íng hñp v²ctì v  tr÷íng
hñp ¡nh x¤ �a trà, tr÷íng hñp mi·n r ng buëc luæn luæn ð d¤ng �ëng v  �°t
t¶n l  bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng lo¤i tr¶n v  d÷îi. Còng n«m �â,
Nguy¹n Xu¥n T§n v  �inh Th¸ Löc [38] công �¢ mð rëng nhúng b§t �¯ng thùc
bi¸n ph¥n n y cho tr÷íng hñp t÷ìng tü vîi mi·n r ng buëc công luæn bi¸n d¤ng
qua c¡c ¡nh x¤ �a trà kh¡c nhau v  �°t t¶n cho chóng l  bao h m thùc tüa bi¸n
ph¥n lþ t÷ðng lo¤i 2. Ta nhc l¤i c¡c b i to¡n n y qua ngæn ngú to¡n håc nh÷
sau:

Cho X, Y, Z l  c¡c khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff. Gi£
sû D ⊂ X,K ⊂ Z l  c¡c tªp con khæng réng v  C ⊆ Y l  nân lçi, �âng. C¡c
¡nh x¤ �a trà S : D×K → 2D, T : D×K → 2K , P : D → 2D, Q : K ×D → 2K

v  F : K ×D ×D → 2Y .

1. B i to¡n: T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ) v 

F (ȳ, x̄, t) ⊆ F (ȳ, x̄, x̄) + C vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ),

�÷ñc gåi l  b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng tr¶n lo¤i 1.

2. B i to¡n: T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ) v 

F (ȳ, x̄, x̄) ⊆ F (ȳ, x̄, t)− C vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ),
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�÷ñc gåi l  b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng d÷îi lo¤i 1.

3. B i to¡n: T¼m x̄ ∈ D sao cho

x̄ ∈ P (x̄) v F (y, x̄, t) ⊆ F (y, x̄, x̄) + C vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t),

�÷ñc gåi l  b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng tr¶n lo¤i 2.

4. B i to¡n: T¼m x̄ ∈ D sao cho

x̄ ∈ P (x̄) v F (y, x̄, x̄) ⊆ F (y, x̄, t)− C vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t),

�÷ñc gåi l  b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng d÷îi lo¤i 2.

T÷ìng tü, c¡c lo¤i b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto, thüc sü, y¸u
công �÷ñc nghi¶n cùu.

N«m 2012, Tr÷ìng Thà Thòy D÷ìng, trong luªn ¡n ti¸n s¾ cõa m¼nh, �¢
nghi¶n cùu c¡c b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n lþ t÷ðng hén hñp lo¤i 1
v  lo¤i 2 v  �¢ thu �÷ñc mët sè k¸t qu£ lþ thó, câ þ ngh¾a khoa håc cao v  �¢
cæng bè tr¶n t¤p ch½ Journal of Global Optimization câ uy t½n tr¶n th¸ giîi. Tuy
nhi¶n t¡c gi£ mîi ch¿ x²t �÷ñc cho nhúng lîp ¡nh x¤ �a trà gièng tüa lçi. Lîp
c¡c ¡nh x¤ �a trà lçi theo nân v¨n ch÷a �÷ñc x²t �¸n. C¡c �i·u ki»n kh¡c �÷ñc
x²t trong b i b¡o �â kh¡ ch°t. Trong ch÷ìng n y, chóng ta s³ nghi¶n cùu b i
to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp vîi c¡c �i·u ki»n �ìn gi£n
hìn.

3.1 �°t b i to¡n

Ta th÷íng g°p b i to¡n thüc t¸ sau: Cho hai cæng ty A,B, trong �â cæng ty
A chuy¶n s£n xu§t h ng ti¶u dòng v  cæng ty B chuy¶n ti¶u thö h ng. Hai cæng
ty n y câ quan h» hñp t¡c vîi nhau. Cæng ty A câ tªp chi¸n l÷ñc D, cæng ty B
câ tªp chi¸n l÷ñc K. Sü th nh b¤i cõa méi cæng ty phö thuëc v o chi¸n l÷ñc cõa
ng÷íi l¢nh �¤o. Vîi méi chi¸n l÷ñc x ∈ D, y ∈ K, l¢nh �¤o cæng ty A câ tªp ch¿
�¤o S(x, y), l¢nh �¤o cæng ty mµ cõa cæng ty A câ tªp ch¿ �¤o P (x), thu¸ kinh
doanh l  Q(x, t). L¢nh �¤o cæng ty B câ tªp ch¿ �¤o trüc ti¸p l  T (x, y). Möc
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ti¶u s£n xu§t cõa cæng ty A �÷ñc biºu thà qua ¡nh x¤ F2, möc ti¶u kinh doanh
cõa cæng ty B �÷ñc biºu thà qua ¡nh x¤ F1.

Möc �½ch cõa vi»c hñp t¡c l m «n cõa c£ hai cæng ty l  t¼m ra mët ph÷ìng
¡n s£n xu§t, kinh doanh thæng qua ch¿ �¤o cõa l¢nh �¤o cæng ty m¼nh v  �èi
t¡c sao cho:

1) Ho¤t �ëng kinh doanh cõa cæng ty B khæng bao gií rìi v o t¼nh tr¤ng b§t
ên, vîi måi ti¶u ch½ ch¿ �¤o T cõa l¢nh �¤o cæng ty.

2) S£n xu§t cõa cæng ty A khæng bà m§t c¥n b¬ng, vîi måi ti¶u ch½ ch¿ �¤o
P cõa l¢nh �¤o cæng ty mµ, sau khi trø c¡c lo¤i thu¸ Q.

Ta câ thº mæ t£ b i to¡n tr¶n qua mæ h¼nh to¡n håc sau �¥y:
Cho X, Y, Y1, Y2, Z l  c¡c khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Haus-

dorff. Gi£ sû D ⊂ X,K ⊂ Z l  c¡c tªp con khæng réng v  Ci ⊆ Yi, i = 1, 2, l 
c¡c nân lçi, �âng. K½ hi»u 2A l  tªp hñp c¡c tªp con cõa tªp hñp A. C¡c ¡nh
x¤ �a trà S : D ×K → 2D, T : D ×K → 2K ;P : D → 2D, Q : K ×D → 2K v 
F1 : K ×K ×D → 2Y1, F2 : K ×D ×D → 2Y2, ta câ c¡c b i to¡n sau:
1. B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp tr¶n-tr¶n

T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0}) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, t) 6⊆ F2(y, x̄, x̄)− (C2 \ {0}) vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t).

2. B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp tr¶n-d÷îi

T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ (F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, x̄) 6⊆ F2(y, x̄, t) + (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t).

3. B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp d÷îi-tr¶n
T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, ȳ, x̄) 6⊆ F1(ȳ, v, x̄) + (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, t) 6⊆ (F2(y, x̄, x̄)− (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t).
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4. B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp d÷îi-d÷îi
T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, ȳ, x̄) 6⊆ F1(ȳ, v, x̄) + (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, x̄) 6⊆ F2(y, x̄, t) + (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t).

Nhªn x²t.

i) N¸u S(x, y) = P (x) ≡ D,T (x, y) = Q(x, t) ≡ K vîi måi x, t ∈ D, y ∈ K,
F1, F2 l  c¡c ¡nh x¤ �a trà thäa m¢n F1(y, y, x) ⊆ C1 v  F2(y, x, x) ⊆ C2 vîi
måi (x, y) ∈ D ×K, th¼ b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén
hñp tr¶n - tr¶n trð th nh b i to¡n c¥n b¬ng sau �¥y: T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K
sao cho

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ −(C1 \ {0}) vîi måi v ∈ K,

F2(y, x̄, t) 6⊆ −(C2 \ {0}) vîi måi t ∈ D, y ∈ K.

Thªt vªy, ta câ−(C1\{0} ⊆ (F1(ȳ, ȳ, x̄) ∩ C1 − F1(ȳ, ȳ, x̄) ∩ C1 − (C1 \ {0}))
⊆ (F1(ȳ, ȳ, x̄) ∩ C1 − C1 − (C1 \ {0})) ⊆ (F1(ȳ, ȳ, x̄) ∩ C1 − (C1 \ {0})) ⊆
F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0}). Tø �â ta suy ra r¬ng

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ −(C1 \ {0}) vîi måi v ∈ K.

T÷ìng tü, ta câ F2(y, x̄, t) 6⊆ −(C2 \ {0}) vîi måi t ∈ D, y ∈ K.

ii) Khi c¡c ¡nh x¤ F1, F2 l  nhúng ¡nh x¤ �ìn trà th¼ bèn b i to¡n n y tròng
nhau. Khi §y, chóng trð th nh mët b i to¡n tüa tèi ÷u Pareto hén hñp.
Hìn núa, n¸u S(x, y) = P (x) ≡ D,T (x, y) = Q(x, t) ≡ K, vîi méi x, t ∈
D, y ∈ K, th¼ c¡c b i to¡n tr¶n trð th nh: T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho

F1(ȳ, v, x̄) 6∈ F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0}) vîi måi v ∈ K,

F2(y, x̄, t) 6∈ F2(y, x̄, x̄)− (C2 \ {0}) vîi måi t ∈ D, y ∈ K.

�i·u n y cho th§y

F1(ȳ, ȳ, x̄) ∈ PMin (F1(ȳ, K, x̄)|C1) v  F2(y, x̄, x̄) ∈ PMin (F2(y, x̄, D)|C2) .
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iii) N¸u Y1 = Y2 = R, khæng gian c¡c sè thüc v  C = R+, tªp c¡c sè thüc
khæng ¥m, th¼ ta câ

F1(ȳ, v, x̄) ≥F1(ȳ, ȳ, x̄) vîi måi v ∈ K

v  F2(y, x̄, t) ≥F2(y, x̄, x̄) vîi måi t ∈ D, y ∈ K.

�i·u n y cho th§y (x̄, ȳ) l  nghi»m cõa h» c¡c b i to¡n tèi ÷u.

iv) Khi F1 l  ¡nh x¤ h¬ng, b i to¡n tr¶n trð th nh b i to¡n bao h m thùc tüa
bi¸n ph¥n Pareto lo¤i 2.
Khi F2 l  ¡nh x¤ h¬ng, ch¿ c¦n �êi vai trá x v  y, S v T,D v K cho nhau,
b i to¡n tr¶n trð th nh b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto lo¤i
1. C¡c b i to¡n n y �¢ �÷ñc Bòi Th¸ Hòng v  Nguy¹n Xu¥n T§n x²t �¸n
trong [26].

Ta công câ nhªn x²t t÷ìng tü vîi c¡c b i to¡n cán l¤i. Möc �½ch cõa ch÷ìng n y
l  t¼m c¡c �i·u ki»n �õ cho vi»c tçn t¤i nghi»m cõa c¡c b i to¡n bao h m thùc
tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp n¶u tr¶n.

Ta nhc l¤i mët sè k¸t qu£ sau, chóng �÷ñc ùng döng trüc ti¸p trong chùng
minh sü tçn t¤i nghi»m cõa c¡c b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto
hén hñp.

M»nh �· 3.1.1. ([?]) Cho X,D v  Y nh÷ trong �ành ngh¾a tr¶n, C ⊆ Y l  nân

v  ξ ∈ C ′, F : D → 2Y .

i) N¸u F l  ¡nh x¤ �a trà C -li¶n töc tr¶n (d÷îi) vîi gi¡ trà khæng réng compc

y¸u th¼ h m f : D → R �ành ngh¾a bði

f(x) = max
z∈F (x)

< ξ, z >

l  nûa li¶n töc tr¶n (d÷îi) (t¤i x0 ∈ domF ).

ii) N¸u F l  ¡nh x¤ �a trà C -li¶n töc tr¶n (d÷îi) vîi gi¡ trà khæng réng compc

y¸u th¼ h m g : D → R �ành ngh¾a bði

g(x) = min
z∈F (x)

< ξ, z >

l  nûa li¶n töc d÷îi (tr¶n) (t¤i x0 ∈ domF ).
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M»nh �· 3.1.2. ([?]) Cho X,D,C, F v  Y nh÷ trong m»nh �· tr¶n, ξ ∈ C ′.
N¸u F l  ¡nh x¤ �a trà C -lçi tr¶n (d÷îi) vîi gi¡ trà khæng réng compc y¸u

th¼ h m f (t÷ìng ùng, g) �ành ngh¾a nh÷ tr¶n l  h m lçi.

3.2 Sü tçn t¤i nghi»m

3.2.1. B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp tr¶n-
tr¶n

Cho c¡c ¡nh x¤ �a trà S, T, P,Q v  Fi, i = 1, 2 vîi gi¡ trà khæng réng nh÷
trong ph¦n mð �¦u.

�ành lþ 3.2.1. Gi£ thi¸t c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n:

i) D,K l  c¡c tªp con khæng réng lçi compc;

ii) S l  ¡nh x¤ câ gi¡ trà khæng réng lçi v  câ nghàch £nh mð, T l  ¡nh x¤

�a trà li¶n töc vîi c¡c gi¡ trà khæng réng lçi �âng v  tªp A = {(x, y) ∈
D ×K|(x, y) ∈ S(x, y)× T (x, y)} l  �âng;

iii) P câ nghàch £nh mð v  P (x) ⊆ S(x, y), vîi måi (x, y) ∈ A. Vîi t ∈ D,

Q(., t) : D → 2K l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà compc;

iv) �nh x¤ F1, F2 câ gi¡ trà khæng réng, compc y¸u. �nh x¤ F1 l  (−C1)−
li¶n töc tr¶n v  C1− li¶n töc d÷îi; Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ F2(., ., t) l  (−C2)-

li¶n töc tr¶n v  vîi y ∈ K, ¡nh x¤ �a trà N2 : K ×D → 2Y2 �÷ñc x¡c �ành

bði N2(y, x) = F2(y, x, x) l  C2−li¶n töc d÷îi;

v) Vîi (x, y) ∈ D ×K, ¡nh x¤ F1(y, ., x) : K → 2Y1 l  C1− lçi d÷îi ( ho°c,

C1−gièng tüa lçi d÷îi) v  vîi y ∈ K, ¡nh x¤ F2(y, ., .) : D × D → 2Y2 l 

C2-lçi d÷îi theo �÷íng ch²o (ho°c, C2-gièng tüa lçi d÷îi theo �÷íng ch²o)

�èi vîi bi¸n thù hai.

Khi �â, tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ (F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, t) 6⊆ (F2(y, x̄, x̄)− (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t).
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Chùng minh. Cho c¡c phi¸m h m tuy¸n t½nh li¶n töc ξi ∈ C ′+i , i = 1, 2 v 
ε > 0 tòy þ. V¼ ξi li¶n töc, tçn t¤i l¥n cªn V cõa gèc trong Yi sao cho ξi(V ) ⊆
(− ε

2 ,
ε
2), i = 1, 2. Ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ H1 : D × K → 2K , H1(x, y) = {y′ ∈

T (x, y)| max
z∈F1(y,y′,x)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F1(y,v,x)

〈ξ1, z〉 vîi måi v ∈ T (x, y)}.

Vîi méi (x, y) ∈ D×K, tr÷îc h¸t, ta ch¿ ra r¬ng H1(x, y) l  tªp khæng réng.
Thªt vªy, (x, y) ∈ D × K,T (x, y) l  tªp compc, ¡p döng M»nh �· 3.1.1 vîi
D = T (x, y) v  F = F1(y, ., x) ta câ h m f : T (x, y)→ R,

f(v) = max
z∈F1(y,v,x)

〈ξ1, z〉,

l  h m nûa li¶n töc d÷îi. V¼ vªy tçn t¤i y′ ∈ T (x, y) sao cho f(y′) = min
v∈T (x,y)

f(v).

Tø �â, ta suy ra

max
z∈F1(y,y′,x)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F1(y,v,x)

〈ξ1, z〉 vîi måi v ∈ T (x, y) v  y′ ∈ H1(x, y).

Hìn núa, vîi (x, y) ∈ D ×K, ta ch¿ ra r¬ng H1(x, y) l  tªp lçi. Thªt vªy, cho
y′1, y

′
2 ∈ H1(x, y) v  λ ∈ [0, 1]. Do tªp T (x, y) l  lçi, ta suy ra λy′1 + (1− λ)y′2 ∈

T (x, y),

max
z∈F1(y,y′1,x)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F1(y,v,x)

〈ξ1, z〉,

max
z∈F1(y,y′2,x)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F1(y,v,x)

〈ξ1, z〉 vîi måi v ∈ T (x, y).

N¸u F1(y, ., x) l  ¡nh x¤ C1-lçi d÷îi, ta câ

F1(y, λy′1 + (1− λ)y′2, x) ⊆ λF1(y, y′1, x) + (1− λ)F1(y, y′2, x)− C1.

�i·u n y k²o theo

max
z∈F1(y,λy′1+(1−λ)y′2,x)

〈ξ1, z〉 ≤ λ max
z∈F1(y,y′1,x)

〈ξ1, z〉+ (1− λ) max
z∈F1(y,y′2,x)

〈ξ1, z〉,

v  do �â

max
z∈F1(y,λy′1+(1−λ)y′2,x)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F1(y,v,x)

〈ξ1, z〉 vîi måi v ∈ T (x, y).

Vªy, λy′1 + (1− λ)y′2 ∈ H1(x, y) v  v¼ vªy H1(x, y) l  tªp lçi.
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N¸u F1(y, ., x) l  ¡nh x¤ C1� gièng nh÷ tüa lçi d÷îi, ta câ

F1(y, λy′1 + (1− λ)y′2, x) ⊆F1(y, y′1, x)− C1,

ho°c, F1(y, λy′1 + (1− λ)y′2, x) ⊆F1(y, y′2, x)− C1.

Trong c£ hai tr÷íng hñp, ta �·u suy ra

max
z∈F1(y,λy′1+(1−λ)y′2,x)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F1(y,v,x)

〈ξ1, z〉 vîi måi v ∈ T (x, y).

Nh÷ vªy, λy′1 + (1− λ)y′2 ∈ H1(x, y) v  H1(x, y) l  tªp lçi.
Ti¸p theo, ta chùng tä r¬ng H1 l  ¡nh x¤ �âng. Cho xα → x, yα → y, y′α ∈

H1(xα, yα), y′α → y′. Ta ch¿ ra y′ ∈ H1(x, y). Thªt vªy, tø y′α ∈ T (xα, yα) v  T l 
¡nh x¤ nûa li¶n töc tr¶n vîi gi¡ trà �âng ta câ y′ ∈ T (x, y). Tø y′α ∈ H1(xα, yα),
ta câ

max
z∈F1(yα,y′α,xα)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F1(yα,v,xα)

〈ξ1, z〉 vîi måi v ∈ T (xα, yα).

Vîi v ∈ T (x, y), do T nûa li¶n töc d÷îi, tçn t¤i vα ∈ T (xα, yα) sao cho vα → v.
Ta câ

max
z∈F1(yα,y′α,xα)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F1(yα,vα,xα)

〈ξ1, z〉 vîi måi α.

V¼ F1 l  ¡nh x¤ (−C1)− li¶n töc tr¶n v  C1− li¶n töc d÷îi, tçn t¤i ch¿ sè α0 sao
cho

F1(yα, vα, xα) ⊆ F1(y, v, x) + V − C1 vîi måi α ≥ α0,

F1(y, y′, x) ⊆ F1(yα, y
′
α, xα) + V − C1 vîi måi α ≥ α0.

Tø �â,

max
z∈F1(yα,vα,xα)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F1(y,v,x)

〈ξ1, z〉+ ε
2 ,

max
z∈F1(y,y′,x)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F1(yα,y′α,xα)

〈ξ1, z〉+ ε
2 vîi måi α ≥ α0.

V¼ vªy,

max
z∈F1(y,y′,x)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F1(y,v,x)

〈ξ1, z〉+ ε

hay, max
z∈F1(y,y′,x)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F1(y,v,x)

〈ξ1, z〉 vîi måi v ∈ T (x, y).
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Ta suy ra y′ ∈ H1(x, y) v  ¡nh x¤ H1 �âng. Do K compc n¶n ta kh¯ng �ành
H1 l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc tr¶n vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng.

Ta kh¯ng �ành tªp hñp A′ = {(x, y) | x ∈ S(x, y), y ∈ H1(x, y)} �âng. Thªt
vªy, gi£ sû r¬ng xα → x, yα → y, xα ∈ S(xα, yα), yα ∈ H1(xα, yα). Tø �â ta suy
ra xα ∈ S(xα, yα), yα ∈ T (xα, yα). V¼ A = {(x, y) | x ∈ S(x, y), y ∈ T (x, y)}
l  tªp �âng, n¶n x ∈ S(x, y) y ∈ T (x, y). Do H1 l  ¡nh x¤ �a trà �âng v 
yα ∈ H1(xα, yα); (xα, yα) → (x, y), ta câ y ∈ H1(x, y). V¼ vªy, x ∈ S(x, y), y ∈
H1(x, y).

Ti¸p theo, ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ M1 : D → 2D,

M1(x) =

{
t ∈ P (x)| max

z∈F2(y,x,x)
〈ξ2, z〉 > max

z∈F2(y,x,t)
〈ξ2, z〉 vîi y ∈ Q(x, t)

}
.

Ta ch¿ ra r¬ng M1 câ nghàch £nh mð v  vîi måi x ∈ D, x /∈ coM1(x). Thªt vªy,
ta th§y r¬ng

M1(x) =

{
t ∈ D| max

z∈F2(y,x,x)
〈ξ2, z〉 > max

z∈F2(y,x,t)
〈ξ2, z〉 vîi y ∈ Q(x, t)

}
∩ P (x).

Vîi méi t ∈ D, ta câ

M−1
1 (t) =

{
x ∈ D| max

z∈F2(y,x,x)
〈ξ2, z〉 > max

z∈F2(y,x,t)
〈ξ2, z〉 vîi y ∈ Q(x, t)

}
∩ P−1(t).

Ta �°t B(t) =

{
x ∈ D| max

z∈F2(y,x,x)
〈ξ2, z〉 > max

z∈F2(y,x,t)
〈ξ2, z〉 vîi y ∈ Q(x, t)

}
.

Tr÷îc h¸t ta ch¿ ra r¬ng B(t) l  tªp mð trong D. X²t tªp

D\B(t) =

{
x ∈ D| max

z∈F2(y,x,x)
〈ξ2, z〉 ≤ max

z∈F2(y,x,t)
< ξ2, z > vîi måi y ∈ Q(x, t)

}
.

Cho xα ∈ D\B(t) v  xα → x. Ta ch¿ ra x ∈ D\B(t). Thªt vªy, tø xα ∈ D\B(t),
ta câ

max
z∈F2(y,xα,xα)

〈ξ2, z〉 ≤ max
z∈F2(y,xα,t)

〈ξ2, z〉 vîi måi y ∈ Q(xα, t).

L§y tòy þ y ∈ Q(x, t). Do Q(., t) : D → 2K l  nûa li¶n töc d÷îi, tçn t¤i
yα ∈ Q(xα, t) vîi yα → y. V¼ t½nh C2−li¶n töc d÷îi cõa ¡nh x¤ N2 v  (−C2)−li¶n
töc tr¶n cõa F2(., ., t), ta suy ra vîi måi l¥n cªn V cõa gèc trong Y2, tçn t¤i α1
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sao cho

F2(y, x, x) ⊆ F2(yα, xα, xα) + V − C2,

F2(yα, xα, t) ⊆ F2(y, x, t) + V − C2 vîi måi α ≥ α1.

�i·u n y d¨n �¸n

max
z∈F2(y,x,x)

〈ξ2, z〉 ≤ max
z∈F2(y,x,t)

〈ξ2, z〉 vîi måi y ∈ Q(x, t),

v  x ∈ D \ B(t). Cho n¶n D \ B(t) l  tªp con �âng cõa D v  B(t) l  tªp con
mð trong D. Nh÷ vªy, M−1

1 (t) = B(t) ∩ P−1(t) l  tªp mð vîi måi t ∈ D, ngh¾a
l  ¡nh x¤ M1 câ nghàch £nh mð.

Hìn núa, gi£ sû tçn t¤i x ∈ D sao cho x ∈ coM1(x). Khi �â tçn t¤i
t1, t2, ..., tn ∈M1(x) sao cho x =

n∑
i=1

αiti, αi ≥ 0,
n∑
i=1

αi = 1. �i·u n y suy ra

max
z∈F2(yi,x,x)

〈ξ2, z〉 > max
z∈F2(yi,x,ti)

〈ξ2, z〉 vîi yi ∈ Q(x, ti). (3.1)

M°t kh¡c, n¸u F2(y, ., .) l  C2-lçi d÷îi theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai, ta
câ

F2(y, x, x) ⊆
n∑
j=1

αjF2(y, x, tj)− C2 vîi måi y ∈ K.

Tø �â suy ra

max
z∈F2(y,x,x)

〈ξ2, z〉 ≤ max
z∈

n∑
j=1

αjF2(y,x,tj)−C2

〈ξ2, z〉

≤ max
j=1,...,n

max
zj∈F2(y,x,tj)

〈ξ2, z〉 vîi måi y ∈ K.

�i·u n y m¥u thu¨n vîi (3.1).
N¸u F2(y, ., .) l  C2-gièng tüa lçi d÷îi theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai,

tçn t¤i ch¿ sè j ∈ {1, ..., n} sao cho F2(y, x, x) ⊆ F2(y, x, tj)−C2 vîi måi y ∈ K.
Tø �â, ta suy ra

max
z∈F2(y,x,x)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F2(y,x,tj)

〈ξ1, z〉 vîi måi y ∈ K, m¥u thu¨n vîi (3.1).

Trong c£ hai tr÷íng hñp, ta câ x /∈ coM1(x) vîi måi x ∈ D.
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Nh÷ vªy, S, T,H1 v  M1 thäa m¢n c¡c gi£ thi¸t cõa �ành lþ 1.2.5. Tø �â,
tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ H1(x̄, ȳ) v  S(x̄, ȳ)∩M1(x̄) = ∅.
Ta suy ra x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ) v 

max
z∈F1(ȳ,ȳ,x̄)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F1(ȳ,v,x̄)

〈ξ1, z〉 vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ). (3.2)

V , vîi måi t ∈ P (x̄) ta câ t ∈ S(x̄, ȳ) v  t /∈M1(x̄). V¼ vªy, ta câ

max
z∈F2(y,x̄,x̄)

〈ξ2, z〉 ≤ max
z∈F2(y,x̄,t)

〈ξ2, z〉 vîi måi y ∈ Q(x̄, t).

Ta s³ ch¿ ra F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0}) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ). Gi£ sû tçn
t¤i v∗ ∈ T (x̄, ȳ) sao cho

F1(ȳ, v∗, x̄) ⊆ F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0}).

Tø �â, ta suy ra

max
z∈F1(ȳ,v∗,x̄)

〈ξ2, z〉 < max
z∈F1(ȳ,ȳ,x̄)

〈ξ2, z〉, m¥u thu¨n vîi (3.2).

Nh÷ vªy, ta câ x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0}) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ).

Lªp luªn t÷ìng tü, ta �÷ñc

F2(y, x̄, t) 6⊆ F2(y, x̄, x̄)− (C2 \ {0})vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t).

Ta câ �i·u ph£i chùng minh.

3.2.2. B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp tr¶n -
d÷îi

Cho c¡c ¡nh x¤ �a trà S, T, P,Q v  Fi, i = 1, 2 vîi gi¡ trà khæng réng nh÷
trong ph¦n mð �¦u.

�ành lþ 3.2.2. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n:

i) D,K l  c¡c tªp con khæng réng lçi compc;
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ii) S l  ¡nh x¤ câ gi¡ trà lçi khæng réng v  câ nghàch £nh mð. T l  ¡nh x¤

�a trà li¶n töc vîi c¡c gi¡ trà khæng réng, lçi, �âng v  tªp A = {(x, y) ∈
D ×K|(x, y) ∈ S(x, y)× T (x, y)} �âng;

iii) P câ nghàch £nh mð v  P (x) ⊆ S(x, y) vîi måi (x, y) ∈ A. Vîi t ∈ D,

Q(., t) : D → 2K l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà compc;

iv) �nh x¤ F1 l  (−C1)− li¶n töc tr¶n v  C1− li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà khæng

réng, compc y¸u. Vîi méi t ∈ D cè �ành, ¡nh x¤ F2(., ., t) l  (−C2)- li¶n

töc d÷îi v  vîi méi y ∈ K cè �ành, ¡nh x¤ �a trà N2 : K ×D → 2Y2 x¡c

�ành bði N2(y, x) = F2(y, x, x) l  C2−li¶n töc tr¶n;

v) Vîi (x, y) ∈ D × K, ¡nh x¤ F1(y, ., x) : K → 2Y1 l  C1− lçi d÷îi (ho°c,

C1−gièng tüa lçi d÷îi) v  vîi y ∈ K, ¡nh x¤ F2(y, ., .) : D × D → 2Y2

l  C2-lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai (ho°c, C2-gièng tüa lçi

tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai).

Khi �â tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, ȳ, x̄) 6⊆ (F1(ȳ, v, x̄) + (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, t) 6⊆ (F2(y, x̄, x̄)− (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t).

Chùng minh. Lªp luªn t÷ìng tü �ành lþ 3.2.1 vîi H2 ≡ H1 v  M1 thay bði
M2 : D → 2D,

M2(x) = {t ∈ P (x)| min
z∈F2(y,x,t)

〈ξ2, z〉 < min
z∈F2(y,x,x)

〈ξ2, z〉, vîi y ∈ Q(x, t)}.

3.2.3. B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp d÷îi -
tr¶n

�ành lþ 3.2.3. Cho c¡c ¡nh x¤ �a trà S, T, P,Q v  Fi, i = 1, 2 vîi gi¡ trà khæng

réng nh÷ trong ph¦n mð �¦u.

Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n:

i) D,K l  c¡c tªp con khæng réng lçi compc;
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ii) S l  ¡nh x¤ câ gi¡ trà lçi khæng réng v  câ nghàch £nh mð; T l  ¡nh x¤

�a trà li¶n töc vîi c¡c gi¡ trà khæng réng lçi �âng v  tªp A = {(x, y) ∈
D ×K|(x, y) ∈ S(x, y)× T (x, y)} �âng;

iii) P câ nghàch £nh mð v  P (x) ⊆ S(x, y) vîi måi (x, y) ∈ A. Vîi t ∈ D,

Q(., t) : D → 2K l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà compc;

iv) �nh x¤ F1, F2 câ gi¡ trà khæng réng compc y¸u. �nh x¤ F1 l  C1− li¶n töc

tr¶n v  (−C1)− li¶n töc d÷îi. Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ F2(., ., t) l  (−C2)- li¶n

töc tr¶n v  vîi méi y ∈ K, ¡nh x¤ �a trà N2 : K ×D → 2Y2 x¡c �ành bði

N2(y, x) = F2(y, x, x) l  C2−li¶n töc d÷îi;

v) Vîi (x, y) ∈ D × K, ¡nh x¤ F1(y, ., x) : K → 2Y1 l  C1− lçi tr¶n (ho°c,

C1−gièng tüa lçi tr¶n) v  vîi y ∈ K, ¡nh x¤ F2(y, ., .) : D × D → 2Y2 l 

C2-lçi d÷îi theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai (ho°c, C2-gièng tüa lçi

d÷îi theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai).

Khi �â, tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, ȳ, x̄) 6⊆ (F1(ȳ, v, x̄) + (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, t) 6⊆ (F2(y, x̄, x̄)− (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t).

Chùng minh. Ph¦n chùng minh �ành lþ t÷ìng tü nh÷ �ành lþ 3.2.1 vîi H1,M1

thay bði H3 : D ×K → 2K ,M3 : D → 2D,

H3(x, y) = {y′ ∈ T (x, y)| min
z∈F1(y,y′,x)

〈ξ1, z〉 ≤ min
z∈F1(y,v,x)

〈ξ1, z〉 vîi måi v ∈ T (x, y)}

v  M3(x) = {t ∈ P (x)| max
z∈F2(y,x,x)

〈ξ2, z〉 > max
z∈F2(y,x,t)

〈ξ2, z〉 vîi y ∈ Q(x, t)}.

3.2.4. B i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp d÷îi -
d÷îi

Cho c¡c ¡nh x¤ �a trà S, T, P,Q v  Fi, i = 1, 2 vîi gi¡ trà khæng réng nh÷
trong ph¦n mð �¦u.

�ành lþ 3.2.4. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n:
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i) D,K l  c¡c tªp con khæng réng lçi compc;

ii) S l  ¡nh x¤ câ gi¡ trà khæng réng lçi v  câ nghàch £nh mð; T l  ¡nh x¤

�a trà li¶n töc vîi c¡c gi¡ trà khæng réng lçi �âng v  tªp A = {(x, y) ∈
D ×K|(x, y) ∈ S(x, y)× T (x, y)} �âng;

iii) P câ nghàch £nh mð v  P (x) ⊆ S(x, y), vîi måi (x, y) ∈ A. Vîi t ∈ D,

Q(., t) : D → 2K l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà compc;

iv) �nh x¤ F1, F2 câ c¡c gi¡ trà khæng réng compc y¸u. �nh x¤ F1 l  C1− li¶n

töc tr¶n v  (−C1)� li¶n töc d÷îi. Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ F2(., ., t) l  (−C2)�

li¶n töc d÷îi v  vîi y ∈ K, ¡nh x¤ �a trà N2 : K ×D → 2Y2 x¡c �ành bði

N2(y, x) = F2(y, x, x) l  C2�li¶n töc tr¶n;

v) Vîi (x, y) ∈ D × K, ¡nh x¤ F1(y, ., x) : K → 2Y1 l  C1− lçi tr¶n (ho°c,

C1−gièng tüa lçi tr¶n) v  vîi y ∈ K, ¡nh x¤ F2(y, ., .) : D × D → 2Y2 l 

C2-lçi tr¶n theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai (ho°c, C2-gièng tüa lçi tr¶n

theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai).

Khi �â, tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, ȳ, x̄) 6⊆ (F1(ȳ, v, x̄) + (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, x̄) 6⊆ (F2(y, x̄, t) + (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t).

Chùng minh. Ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ H4 : D ×K → 2K ,M4 : D → 2D,

H4(x, y) = {y′ ∈ T (x, y)| min
z∈F1(y,y′,x)

〈ξ1, z〉 ≤ min
z∈F1(y,v,x)

〈ξ1, z〉 vîi måi v ∈ T (x, y)}

v  M4(x) = {t ∈ P (x)| min
z∈F2(y,x,x)

〈ξ2, z〉 > min
z∈F2(y,x,t)

〈ξ2, z〉 vîi y ∈ Q(x, t)}.

Chùng minh �ành lþ n y công ho n to n t÷ìng tü nh÷ chùng minh �ành lþ
3.2.1 vîi H1,M1 l¦n l÷ñt �÷ñc thay bði H4,M4.

Chó þ.
Gi£ sû c¡c gi£ thi¸t cõa c¡c �ành lþ 3.2.1�3.2.4 �÷ñc thäa m¢n trø i) v  iii)

(t÷ìng ùng) �÷ñc thay bði:

i') S l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà khæng réng, lçi;
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iii') P l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi v  P (x) ⊆ S(x, y) vîi x ∈ S(x, y), y ∈ T (x, y)

v  tªp con A = {(x, y) ∈ D ×K|(x, y) ∈ S(x, y)× T (x, y)} �âng.

Khi �â, k¸t luªn cõa c¡c �ành lþ tr¶n v¨n �óng.

Chùng minh. Cho U l  cì sð l¥n cªn lçi �âng cõa gèc trong khæng gian X v 
∩U∈UU = {0}. Vîi méi U ∈ U , ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ �a trà SU : D × K →
2D, PU : D → 2D,

SU(x, y) = (S(x, y) + U) ∩D,PU(x) = (P (x) + U) ∩D, x ∈ D, y ∈ K.

Ta th§y r¬ng S−1
U (t) l  c¡c tªp mð trong D ×K, P−1

U (t) l  c¡c tªp mð trong D
vîi méi t ∈ D v  tªp A = {(x, y) | x ∈ SU(x, y), y ∈ T (x, y)} �âng. V¼ vªy, t§t
c£ c¡c �i·u ki»n cõa c¡c �ành lþ 3.2.1- 3.2.4 �èi vîi c¡c ¡nh x¤ SU , PU , T,Q v 
F1, F2 �÷ñc thäa m¢n, tùc l  tçn t¤i (x̄U , ȳU) ∈ D ×K sao cho

x̄U ∈ SU(x̄U , ȳU), ȳU ∈ T (x̄U , ȳU),

F1(ȳU , v, x̄U) 6⊆ F1(ȳU , ȳU , x̄U)− (C1 \ {0}) vîi måi v ∈ T (x̄U , ȳU),

F2(y, x̄U , t) 6⊆ F2(y, x̄U , x̄U)− (C2 \ {0}) vîi måi t ∈ P (x̄U), y ∈ Q(x̄U , t).

Do D,K compc, khæng gi£m t½nh têng qu¡t, ta câ thº gi£ sû r¬ng x̄U hëi tö
tîi x̄ v  ȳU hëi tö ȳ khi U tht d¦n. Tø t½nh �âng cõa tªp A ta suy ra �i·u c¦n
chùng minh.

3.3 Mët sè b i to¡n li¶n quan

3.3.1. H» bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto.

Ti¸p theo, cho c¡c ¡nh x¤ �a trà S, T v  Fi, i = 1, 2 vîi gi¡ trà khæng réng
nh÷ trong ph¦n mð �¦u, ta x²t c¡c b i to¡n h» bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n
Pareto nh÷ sau:
1. H» bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto tr¶n-tr¶n lo¤i 1

T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K thäa m¢n: x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0}) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(ȳ, x̄, t) 6⊆ F2(ȳ, x̄, x̄)− (C2 \ {0}) vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ).
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2. H» bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto tr¶n-d÷îi lo¤i 1
T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K thäa m¢n: x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0}) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(ȳ, x̄, x̄) 6⊆ (F2(ȳ, x̄, t) + (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ).

3. H» bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto d÷îi-d÷îi lo¤i 1
T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K thäa m¢n: x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, ȳ, x̄) 6⊆ (F1(ȳ, v, x̄) + (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(ȳ, x̄, x̄) 6⊆ (F2(ȳ, x̄, t) + (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ).

D÷îi �¥y ta ch¿ ra mët sè �i·u ki»n �º tçn tai nghi»m cho c¡c h» lo¤i n y.

�ành lþ 3.3.1. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n:

i) D,K l  c¡c tªp con khæng réng lçi compc;

ii) C¡c ¡nh x¤ S v  T li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng lçi �âng;

iii) �nh x¤ Fi l  (−Ci)− li¶n töc tr¶n v  Ci− li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà compc

khæng réng, i = 1, 2;

iv) Vîi (x, y) ∈ D × K, ¡nh x¤ F1(y, ., x) : K → 2Y1 l  C1− lçi d÷îi (ho°c

C1−gièng tüa lçi d÷îi) v  ¡nh x¤ F2(y, x, .) : D → 2Y2 l  C2-lçi d÷îi (ho°c

C2-gièng tüa lçi d÷îi).

Khi �â, tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0}) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(ȳ, x̄, t) 6⊆ F2(ȳ, x̄, x̄)− (C2 \ {0}) vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ).

Chùng minh. Cho ξi ∈ C ′+i , i = 1, 2 v  ε > 0 tòy þ. Tø ξi, i = 1, 2, li¶n töc, tçn
t¤i l¥n cªn V cõa gèc trong Y sao cho ξi(V ) ⊆ (− ε

2 ,
ε
2). Ta �ành ngh¾a ¡nh x¤

Hi : D ×K → 2K , i = 1, 2, bði

H1(x, y) = {y′ ∈ T (x, y)| max
z∈F1(y,y′,x)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F1(y,v,x)

〈ξ1, z〉 vîi måi v ∈ T (x, y)},
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H2(x, y) = {x′ ∈ S(x, y)| max
z∈F2(y,x,x′)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F1(y,x,t)

〈ξ1, z〉 vîi måi t ∈ S(x, y)}.

B¬ng lªp luªn t÷ìng tü nh÷ trong �ành lþ 3.2.1, ta �÷ñc Hi, i = 1, 2 l  ¡nh x¤ �a
trà nûa li¶n töc tr¶n vîi gi¡ trà compc lçi khæng réng. X²t ¡nh x¤ G : D×K →
2D×K , G(x, y) = H2(x, y) × H1(x, y), (x, y) ∈ D × K. Khi �â, G công l  mët
¡nh x¤ nûa li¶n töc tr¶n vîi gi¡ trà lçi, compc, khæng réng. �p döng �ành lþ
�iºm b§t �ëng Ky Fan, tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho (x̄, ȳ) ∈ G(x̄, ȳ). Tø �â
suy ra x̄ ∈ H2(x̄, ȳ) v  ȳ ∈ H1(x̄, ȳ) v  khi �â

x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0}) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(ȳ, x̄, t) 6⊆ F2(ȳ, x̄, x̄)− (C2 \ {0}) vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ).

�ành lþ 3.3.2. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau �÷ñc thäa m¢n:

i) D,K l  c¡c tªp con khæng réng lçi compc;

ii) C¡c ¡nh x¤ S v  T li¶n töc vîi gi¡ trà khæng réng, lçi, �âng;

iii) �nh x¤ F1 l  (−C1)− li¶n töc tr¶n v  C1− li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà khæng

réng, compc y¸u; �nh x¤ F2 l  (−C2)− li¶n töc d÷îi v  C2− li¶n töc tr¶n

vîi gi¡ trà khæng réng, compc y¸u;

iv) Vîi (x, y) ∈ D × K, ¡nh x¤ F1(y, ., x) : K → 2Y1 l  C1− lçi d÷îi (ho°c

C1−gièng tüa lçi d÷îi) v  ¡nh x¤ F2(y, x, .) : D → 2Y2 l  C2-lçi tr¶n (ho°c

C2-gièng tüa lçi tr¶n).

Khi �â, tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ (F1(ȳ, x̄, x̄)− (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(ȳ, x̄, x̄) 6⊆ (F2(ȳ, x̄, t) + (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ).

Chùng minh. Lªp luªn t÷ìng tü �ành lþ 3.3.1 vîi

H1(x, y) = {y′ ∈ T (x, y)| max
z∈F1(y,y′,x)

〈ξ1, z〉 ≤ max
z∈F1(y,v,x)

〈ξ1, z〉 vîi måi v ∈ T (x, y)},

H2(x, y) = {x′ ∈ S(x, y)| min
z∈F2(y,x,x′)

〈ξ1, z〉 ≤ min
z∈F1(y,x,t)

〈ξ1, z〉 vîi måi t ∈ S(x, y)},

ta câ �i·u c¦n chùng minh.
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�ành lþ 3.3.3. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n:

i) D,K l  c¡c tªp con khæng réng lçi compc;

ii) C¡c ¡nh x¤ S v  T li¶n töc vîi gi¡ trà lçi khæng réng �âng;

iii) �nh x¤ Fi l  (Ci)− li¶n töc tr¶n v  (−Ci)− li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà khæng

réng compc y¸u, i = 1, 2;

iv) Vîi (x, y) ∈ D × K, ¡nh x¤ F1(y, ., x) : K → 2Y1 l  C1− lçi tr¶n (ho°c

C1−gièng tüa lçi tr¶n) v  ¡nh x¤ F2(y, x, .) : D → 2Y2 l  C2-lçi tr¶n (ho°c

C2-gièng tüa lçi tr¶n).

Khi �â, tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, ȳ, x̄) 6⊆ (F1(ȳ, v, x̄) + (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(ȳ, x̄, x̄) 6⊆ (F2(ȳ, x̄, t) + (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ S(x̄, ȳ).

Chùng minh. Lªp luªn t÷ìng tü �ành lþ 3.3.1 vîi

H1(x, y) = {y′ ∈ T (x, y)| min
z∈F1(y,y′,x)

〈ξ1, z〉 ≤ min
z∈F1(y,v,x)

〈ξ1, z〉 vîi måi v ∈ T (x, y)},

H2(x, y) = {x′ ∈ S(x, y)| min
z∈F2(y,x,x′)

〈ξ1, z〉 ≤ min
z∈F1(y,x,t)

〈ξ1, z〉 vîi måi t ∈ S(x, y)},

ta câ �i·u c¦n chùng minh.

3.3.2. B i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto hén hñp

Trong c¡c �ành lþ 3.2.1 � 3.2.4, n¸u bê sung th¶m �i·u ki»n F1(y, y, x) ⊆ C1

v  F2(y, x, x) ⊆ C2 vîi måi (x, y) ∈ D × K, th¼ ta câ c¡c k¸t qu£ cho c¡c b i
to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto hén hñp.
B i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto hén hñp tr¶n tr¶n.

�ành lþ 3.3.4. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n:

i) D,K l  c¡c tªp con khæng réng lçi compc;

ii) S l  ¡nh x¤ câ gi¡ trà lçi khæng réng v  câ nghàch £nh mð, T l  ¡nh x¤

�a trà li¶n töc vîi c¡c gi¡ trà khæng réng lçi �âng v  tªp A = {(x, y) ∈
D ×K|(x, y) ∈ S(x, y)× T (x, y)} �âng;
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iii) P câ nghàch £nh mð v  P (x) ⊆ S(x, y) vîi måi (x, y) ∈ A. Vîi t ∈ D,

Q(., t) : D → 2K l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà compc;

iv) �nh x¤ F1, F2 câ gi¡ trà khæng réng compc y¸u. �nh x¤ F1 l  C1− li¶n

töc d÷îi v  (−C1)− li¶n töc tr¶n. Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ F2(., ., t) l  (−C2)-

li¶n töc tr¶n v  vîi y ∈ K, ¡nh x¤ �a trà N2 : K ×D → 2Y2 x¡c �ành bði

N2(y, x) = F2(y, x, x) l  C2−li¶n töc d÷îi;

v) Vîi (x, y) ∈ D × K, ¡nh x¤ F1(y, ., x) : K → 2Y1 l  C1− lçi d÷îi (ho°c,

C1−gièng tüa lçi d÷îi) v  vîi méi y ∈ K, ¡nh x¤ F2(y, ., .) : D ×D → 2Y2

l  C2−lçi d÷îi theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai (ho°c, C2−gièng tüa

lçi d÷îi theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai).

vi) Vîi (x, y) ∈ D ×K, F1(y, y, x) ⊆ C1 v  F2(y, x, x) ⊆ C2.

Khi �â, tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ −(C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, t) 6⊆ −(C2 \ {0}) vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t).

Chùng minh. Theo �ành lþ 3.3.1, tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈
T (x̄, ȳ),

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ (F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, t) 6⊆ (F2(y, x̄, x̄)− (C2 \ {0})) vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t).

Gi£ sû tçn t¤i v∗ ∈ T (x̄, ȳ) thäa m¢n F1(ȳ, v∗, x̄) ⊆ −(C1 \ {0}). Tø �â suy ra

F1(ȳ, v∗, x̄) ⊆ F1(ȳ, ȳ, x̄)− F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0})

⊆ F1(ȳ, ȳ, x̄)− C1 − (C1 \ {0})

⊆ F1(ȳ, ȳ, x̄)− (C1 \ {0}),

ta câ m¥u thu¨n. V¼ vªy,

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ (−C1 \ {0}) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ).

T÷ìng tü, ta câ F2(y, x̄, t) 6⊆ −(C2 \ {0}) = ∅ vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t).
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B i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto hén hñp tr¶n d÷îi.

�ành lþ 3.3.5. Gi£ sû c¡c �i·u ki»n sau thäa m¢n:

i) D,K l  c¡c tªp con khæng réng lçi compc;

ii) S l  ¡nh x¤ câ gi¡ trà khæng réng lçi v  câ nghàch £nh mð, T l  ¡nh x¤

�a trà li¶n töc vîi c¡c gi¡ trà khæng réng lçi �âng v  tªp A = {(x, y) ∈
D ×K|(x, y) ∈ S(x, y)× T (x, y)} l  �âng;

iii) P câ nghàch £nh mð v  vîi (x, y) ∈ A, P (x) ⊆ S(x, y). Vîi t ∈ D, Q(., t) :

D → 2K l  ¡nh x¤ nûa li¶n töc d÷îi vîi gi¡ trà compc;

iv) �nh x¤ F1, F2 câ gi¡ trà khæng réng compc y¸u. �nh x¤ F1 l  C1− li¶n

töc d÷îi v  (−C1)� li¶n töc tr¶n. Vîi t ∈ D, ¡nh x¤ F2(., ., t) l  (−C2)�

li¶n töc tr¶n v  vîi y ∈ K, ¡nh x¤ �a trà N2 : K ×D → 2Y2 x¡c �ành bði

N2(y, x) = F2(y, x, x) l  C2−li¶n töc d÷îi;

v) Vîi (x, y) ∈ D × K, ¡nh x¤ F1(y, ., x) : K → 2Y1 l  C1− lçi d÷îi (ho°c,

C1−gièng tüa lçi d÷îi) v  vîi y ∈ K, ¡nh x¤ F2(y, ., .) : D × D → 2Y2 l 

C2-lçi d÷îi theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai (ho°c, C2-gièng tüa lçi

d÷îi theo �÷íng ch²o �èi vîi bi¸n thù hai).

vi) Vîi (x, y) ∈ D ×K, F1(y, y, x) ⊆ C1 v  F2(y, x, x) ⊆ C2.

Khi �â, tçn t¤i (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho x̄ ∈ S(x̄, ȳ); ȳ ∈ T (x̄, ȳ);

F1(ȳ, v, x̄) 6⊆ −(C1 \ {0})) vîi måi v ∈ T (x̄, ȳ),

F2(y, x̄, t) ∩ −(C2 \ {0}) = ∅ vîi måi t ∈ P (x̄), y ∈ Q(x̄, t).

Lªp luªn t÷ìng tü, ta câ c¡c k¸t luªn cho c¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng Pareto
hén hñp cán l¤i.

Trong c¡c v½ dö sau, cho D,K l¦n l÷ñt l  c¡c tªp con khæng réng cõa c¡c
khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff X,Z. Cho C l  nân lçi,
�âng, nhån trong khæng gian tæpæ tuy¸n t½nh lçi �àa ph÷ìng Hausdorff Y.
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V½ dö 3.3.1. Cho N : D×K → X∗,M : D×K → Z∗ l  c¡c ¡nh x¤ li¶n töc. C¡c
¡nh x¤ f1 : D×D → Y, f2 : K×D×D → Y, g : D×D → R, h : K×D×D → R.
Ta �ành ngh¾a c¡c ¡nh x¤ S : D ×K → 2D, T : D ×K → 2K , P1 : D → 2D, i =

1, 2, Q : D ×D → 2K nh÷ sau:

S(x, y) = {z ∈ D |〈N(x, y), t− z〉 ≥ 0,∀t ∈ D} ,

T (x, y) = {v ∈ K |〈M(x, y), w − v〉 ≥ 0 ∀w ∈ K } ,

P1(x) = {t ∈ D|g(x, t) < 0}, P2(x) = {t ∈ D|g(x, t) ≤ 0},

Q(x, t) = {y ∈ K|h(y, x, t) ≤ 0}.

X²t b i to¡n: T¼m (x̄, ȳ) ∈ D ×K sao cho

1) x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ),

2) f1(x̄, y) /∈ f1(x̄, ȳ)− (C \ {0}) vîi måi y ∈ T (x̄, ȳ),

3) f2(y, x̄, t) /∈ f2(y, x̄, x̄)− (C \ {0}) vîi måi t ∈ P2(x̄), y ∈ Q(x̄, t).

B i to¡n n y l  tr÷íng hñp �°c bi»t cõa mët trong bèn b i to¡n hén hñp �¦u
ti¶n. Khi x̄ ∈ S(x̄, ȳ), ȳ ∈ T (x̄, ȳ) ta th§y x̄ l  nghi»m cõa b§t �¯ng thùc bi¸n
ph¥n 〈N(x̄, ȳ), t− x̄〉 ≤ 0 vîi måi t ∈ D, v  ȳ l  nghi»m cõa b§t �¯ng thùc bi¸n
ph¥n 〈M(x̄, ȳ), w − ȳ〉 ≤ 0 vîi måi w ∈ K.
V¼ vªy, b i to¡n n y câ thº coi nh÷ b i to¡n tèi ÷u Pareto tr¶n tªp nghi»m cõa
b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n. �ành lþ v· sü tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n n y suy
tø c¡c ¡nh x¤ tr¶n thäa m¢n c¡c t½nh ch§t cõa mët trong bèn �ành lþ: �ành lþ
3.2.1- �ành lþ 3.2.4.

V½ dö 3.3.2. Cho R,Q : D × K → X∗, S : D × K → 2D. B i to¡n: T¼m
x̄ ∈ S(x̄, ȳ) sao cho 〈R(x̄, ȳ), v − ȳ〉 ≥ 0 vîi måi v ∈ S(x̄, ȳ) vîi

S(x, y) = {u ∈ D|〈Q(x, y), v − u〉 ≥ 0 vîi måi v ∈ D},

�÷ñc gåi l  b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp nghi»m cõa b i to¡n b§t
�¯ng thùc bi¸n ph¥n. B i to¡n n y �÷ñc nghi¶n cùu trong ([5], [27]), l  tr÷íng
hñp �°c bi»t cõa c¡c b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp khi
F1(y, v, x) = 〈R(x, y), v − y〉, (y, v, x) ∈ K ×K ×D,F2(y, x, t) = a ∈ Y, l  mët
h¬ng sè, vîi (y, x, t) ∈ K ×D ×D v  x thay bði y, T thay bði S.
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V½ dö 3.3.3. �nh x¤ f : D×D → R, Sf = {u ∈ D|f(u, v) ≥ 0 vîi måi v ∈ D}.
B i to¡n: T¼m x̄ ∈ Sf sao cho 〈R(x̄, ȳ), v − ȳ〉 ≥ 0 vîi måi v ∈ Sf , �÷ñc gåi

l  b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp nghi»m cõa b i to¡n c¥n b¬ng v 
công l  tr÷íng hñp ri¶ng cõa c¡c b i to¡n �¢ x²t ð tr¶n. (�°t S(x, y) = {u ∈
D|f(u, v) ≥ 0 vîi måi v ∈ D}, (x, y) ∈ D ×K,F1, F2 nh÷ V½ dö 3.3.2).

V½ dö 3.3.4. Cho ¡nh x¤ f : D → D,Sf = {t ∈ D|〈f(x)− t, z − x〉,∀z ∈ D}.
B i to¡n: T¼m x̄ ∈ Sf sao cho 〈R(x̄, ȳ), v − ȳ〉 ≥ 0 vîi måi v ∈ Sf , �÷ñc

gåi l  b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp nghi»m cõa b i to¡n �iºm
b§t �ëng v  công l  tr÷íng hñp ri¶ng cõa c¡c b i to¡n �¢ x²t ð tr¶n. (�°t
S(x, y) = {t ∈ D|〈f(x) − t, z − x〉∀z ∈ D}, (x, y) ∈ D × K,F1, F2 nh÷ V½ dö
3.3.2). Trong Ch÷ìng 4, chóng ta s³ x¥y düng thuªt to¡n t¼m nghi»m cho d¤ng
b i to¡n n y.

K�T LU�N

Trong ch÷ìng n y, chóng tæi �°t ra c¡c b i to¡n bao h m thùc tüa bi¸n
ph¥n Pareto hén hñp giúa lo¤i 1 v  lo¤i 2. Ð Möc 3.2 v  3.3, chóng ta chùng
minh �i·u ki»n �õ �º c¡c b i to¡n �â tçn t¤i nghi»m v  ùng döng v o c¡c b i
to¡n h» bao h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto lo¤i 1 v  b i to¡n tüa c¥n b¬ng
Pareto hén hñp.



Ch÷ìng 4

PH×ÌNG PH�P L�P T�M

NGHI�M B�I TO�N B�T ��NG

THÙC BI�N PH�N

4.1 Giîi thi»u b i to¡n

C¡c b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t muèn �÷a v o ùng döng trong c¡c l¾nh
vüc kh¡c nhau cõa cuëc sèng th¼ sau khi bi¸t chóng câ nghi»m, ta ph£i x¥y düng
�÷ñc thuªt to¡n �º t¼m ra nghi»m. Nh÷ ta �¢ tr¼nh b y, c¡c chùng minh cõa c¡c
k¸t qu£ tçn t¤i nghi»m, cèt lãi �·u düa v o c¡c �ành lþ �iºm b§t �ëng Ky Fan,
Browder - Ky Fan v  c¡c bi¸n thº cõa chóng. R§t ti¸c, cho tîi nay, c¡c thuªt
to¡n �º t¼m c¡c �iºm b§t �ëng lo¤i n y v¨n cán �ang b¸ tc v  �ang mong chí
sü quan t¥m cõa c¡c nh  to¡n håc tr¶n th¸ giîi. Trong khuæn khê cõa luªn ¡n,
chóng tæi quan t¥m tîi vi»c t¼m thuªt to¡n �º gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n
ph¥n cê �iºn: Cho khæng gian Hilbert X vîi t½ch væ h÷îng 〈·, ·〉 v  chu©n ‖ · ‖,
D l  tªp con kh¡c réng trong X, ¡nh x¤ �ìn trà G : D → X. T¼m x̄ ∈ D sao
cho

〈G(x̄), x− x̄〉 ≥ 0,∀x ∈ D. (4.1)

B i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n (4.1) �¢ �÷ñc Stampacchia nghi¶n cùu �¦u
ti¶n trong [30], sau �â b i to¡n �¢ �÷ñc nghi¶n cùu rëng r¢i v  câ nhi·u ùng
döng trong ph÷ìng tr¼nh �¤o h m ri¶ng, �i·u khiºn tèi ÷u, tèi ÷u hâa, lþ thuy¸t
ph÷ìng tr¼nh, cì kh½, t i ch½nh,... (xem [30], [57]).

Trong mët sè tr÷íng hñp, ta th÷íng x²t b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n
cê �iºn m  mi·n r ng buëc

D = ∩
i∈I
Di,



93

vîi Di, i ∈ I l  hå n o �â c¡c tªp con kh¡c réng trong khæng gian Hilbert X.
Ð �¥y c¡c tªp Di câ thº cho d¤ng hi»n nh÷ c¡c h¼nh c¦u, khæng gian con,...,
nh÷ng công câ thº �÷ñc cho d¤ng ©n nh÷ tªp nghi»m cõa b i to¡n �iºm b§t
�ëng cõa ¡nh x¤ khæng gi¢n, ¡nh x¤ gi£ co ch°t hay tªp nghi»m cõa b i to¡n
c¥n b¬ng,... Trong ch÷ìng n y, chóng tæi s³ �÷a ra ph÷ìng ph¡p l°p t¼m nghi»m
cõa b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n trong tr÷íng hñp tªp ch§p nhªn �÷ñc D l  tªp
�iºm b§t �ëng chung cõa mët hå húu h¤n c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n trong khæng
gian Hilbert. B i to¡n câ thº ph¡t biºu nh÷ sau: T¼m x ∈ D sao cho

〈G(x), x− x〉 ≥ 0,∀x ∈ D,
Ti (x) = x, i = 1, 2, ..., N,

(4.2)

vîi N ∈ N, Ti : D → D, i = 1, 2, ..., N, l  c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n. Tùc l , b i
to¡n t¼m nghi»m cõa b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n giao cõa tªp c¡c �iºm b§t
�ëng chung cõa hå c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n Ti, i = 1, 2, ..., N.

N¸u ta �ành ngh¾a ¡nh x¤ �a trà P1, P2 : D → 2D nh÷ sau:

P1(x) = {t ∈ D : 〈Ti(x)− t, x− y〉 ≥ 0, vîi måi i = 1, 2, ..., n, y ∈ D},

P2(x) = {t ∈ D : 〈Ti(x)− t, x− y〉 > 0, vîi måi i = 1, 2, ..., n, y ∈ D},

v  F (y, x, t) = 〈G(x), y − t〉 − R+, y, x, t ∈ D.
�°t K = D,Q(x, t) = D. Ta x²t b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2: T¼m
x̄ ∈ D, x̄ ∈ P1(x̄), 0 ∈ F (y, x̄, t) vîi måi t ∈ P2(x̄), y ∈ Q(x̄, t). N¸u b i to¡n n y
câ nghi»m x̄ th¼ ta �÷ñc x̄ ∈ P1(x̄). Tùc l 

〈Ti(x̄)− x̄, x̄− y〉 ≥ 0, vîi måi y ∈ D, i = 1, 2, ..., n.

L§y y = Ti(x̄), i = 1, 2, ..., n, ta suy ra 〈Ti(x̄)− x̄, x̄− Ti(x̄)〉 ≥ 0, hay ‖ Ti(x̄)−
x̄ ‖≤ 0. Ta k¸t luªn Ti(x̄) = x̄, i = 1, 2, ..., n. Tø 0 ∈ F (y, x̄, t), vîi måi
t ∈ P2(x̄), y ∈ Q(x̄, t), ta suy ra 〈G(x̄), y − x̄〉 ≥ 0, vîi måi y ∈ D. Tùc l , x̄ l 
nghi»m cõa b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n (4.2).

Ng÷ñc l¤i, n¸u x̄ l  nghi»m cõa b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n giao cõa tªp
t§t c£ c¡c �iºm b§t �ëng cõa c¡c ¡nh x¤ Ti, i = 1, 2, ..., N, th¼ hiºn nhi¶n x̄ công
l  nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t lo¤i 2 nâi tr¶n.
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Ngo i ra, b i to¡n (4.2) công câ thº ph¡t biºu d÷îi d¤ng mët b i to¡n tüa
c¥n b¬ng tr¶n tªp nghi»m cõa hå b i to¡n c¥n b¬ng: T¼m x̄ ∈ D, x̄ ∈ P1(x̄) sao
cho F0(y, x̄, t) ≥ 0 v ϕi(x̄, t) ≥ 0, i = 1, 2, ..., N, vîi måi t ∈ P2(x̄),

ð �¥y F0(y, x, t) = 〈G(x), y − t〉, ϕi(x, t) = 〈Ti(x)− x, x− t〉, i = 1, N.

Cho X l  mët khæng gian Hilbert thüc, tªp con D ⊆ X, {Ti}Ni=1 l  hå húu
h¤n ¡nh x¤ khæng gi¢n tø D v o D, k½ hi»u Fix(T ) = {x ∈ D : x = Tx}. N«m
2001, �º t¼m ph¦n tû p ∈ ∩Ni=1Fix(Ti), Xu H. K. v  Ori R.G. �÷a ra mët ph÷ìng
ph¡p l°p ©n trong [52]. Cö thº, c¡c t¡c gi£ �÷a ra d¢y l°p {xk},

x0 ∈ D cho tr÷îc tòy þ,

xk = βkxk−1 + (1− βk)T[k]xk, k ≥ 1,
(4.3)

vîi {βk}∞k=1 ⊂ (0, 1), d¢y T[n] = TnmodN , vîi c¡c sè nguy¶n n ≥ 1, vîi h m
mod l§y gi¡ trà trong tªp {1, 2, · · ·, N}, v  chùng minh k¸t qu£ sau:

�ành lþ 4.1.1. Cho X l  khæng gian Hilbert thüc v  D l  tªp con kh¡c réng,

lçi, �âng trong X. Cho N ∈ N, {Ti}Ni=1 l  N ¡nh x¤ khæng gi¢n tr¶n D sao

cho D = ∩Ni=1Fix(Ti) 6= ∅. Cho x0 ∈ D v  {βk}∞k=1 l  d¢y trong (0, 1) sao cho

limk→∞ βk = 0. Khi �â, d¢y {xk} x¡c �ành bði (4.3) hëi tö y¸u tîi �iºm b§t �ëng

chung cõa hå húu h¤n ¡nh x¤ khæng gi¢n {Ti}Ni=1.

Ngo i ra, Zheng L.C. v  Yao J.C. ([55]) �¢ �÷a ra ph÷ìng ph¡p l°p ©n d÷îi
�¥y:

x0 ∈ X tòy þ,

xk = βkxk−1 + (1− βk)[T[k]xk − λkµF (T[k]xk)], k ≥ 1.
(4.4)

�ành lþ 4.1.2. Cho X l  mët khæng gian Hilbert thüc, vîi L, η > 0, ¡nh x¤

F : X → X l  L-Lipschitz li¶n töc v  η-�ìn �i»u m¤nh. Cho {Ti}Ni=1 l  N

¡nh x¤ khæng gi¢n tr¶n X sao cho D = ∩Ni=1Fix(Ti) 6= ∅. Cho µ ∈ (0, 2η/L2),

cho x0 ∈ X, {λk}∞k=1 ⊂ [0, 1) v  {βk}∞k=1 ⊂ (0, 1) thäa m¢n c¡c �i·u ki»n:∑∞
k=1 λk <∞ v  α ≤ βk ≤ β, k ≥ 1, vîi α, β ∈ (0, 1) n o �â. Khi �â, d¢y {xk}

x¡c �ành bði (4.4) hëi tö y¸u tîi �iºm b§t �ëng chung cõa hå ¡nh x¤ {Ti}Ni=1.

Rã r ng, tø
∑∞

k=1 λk <∞ ta câ λk → 0 khi k →∞.
Trong möc ti¸p theo cõa luªn ¡n, chóng tæi x¥y düng ph÷ìng ph¡p l°p gi£i

b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n (4.2) cho k¸t qu£ hëi tö m¤nh vîi �i·u ki»n
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gi£m nhµ cho tham sè λk, thay �i·u ki»n
∑∞

k=1 λk < ∞ bði �i·u ki»n λk → 0

khi k →∞.

4.2 Ph÷ìng ph¡p l°p ©n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng chung cõa hå húu
h¤n c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n trong khæng gian Hilbert.

Cho khæng gian Hilbert X v  ¡nh x¤ G : X → X; c¡c tham sè µ ∈ (0, 2η/L2)

v  t ∈ (0, 1), {λt}, {βit} ⊂ (0, 1), sao cho

λt → 0, khi t→ 0 v  0 < lim inf
t→0

βit ≤ lim sup
t→0

βit < 1, 2, i = 1, 2, · · ·, N.

(4.5)
D¢y l°p {xt} x¡c �ành bði

xt = T txt, T t := T t0T
t
N ...T

t
1, t ∈ (0, 1), (4.6)

vîi ¡nh x¤ T ti : X → X,

T ti x = (1−βit)x+βitTix, i = 1, 2, · · ·, N, T t0y = (I−λtµG)y, x, y ∈ X. (4.7)

�ành lþ 4.2.1. Gi£ thi¸t r¬ng ¡nh x¤ G l  L-Lipschitz li¶n töc v  η-�ìn �i»u

m¤nh, vîi c¡c h¬ng sè L, η > 0 n o �â, {Ti}Ni=1 l  N ¡nh x¤ khæng gi¢n tr¶n X

sao cho D = ∩Ni=1Fix(Ti) 6= ∅. Khi �â, d¢y suy rëng {xt} x¡c �ành bði (4.5)-(4.7)
hëi tö m¤nh tîi nghi»m duy nh§t x̄ cõa (4.2) (vîi D = X).

Chùng minh. Tø M»nh �· 1.1.2, ta câ

‖T tx− T ty‖ ≤ (1− λtτ)‖T tN ...T t1x− T tN ...T t1y‖

...

≤ (1− λtτ)‖T ti ...T t1x− T ti ...T t1y‖

...

≤ (1− λtτ)‖T t1x− T t1y‖ ≤ (1− λtτ)‖x− y‖ ∀x, y ∈ D.

(4.8)

V¼ vªy, T t l  ¡nh x¤ co tr¶n X. Tø Nguy¶n lþ ¡nh x¤ co Banach, tçn t¤i th nh
ph¦n duy nh§t xt ∈ X sao cho xt = T txt vîi måi t ∈ (0, 1).
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Ti¸p theo, ta s³ ch¿ ra r¬ng, d¢y {xt} bà ch°n. Thªt vªy, vîi x ∈ D cè �ành,
ta câ T ti x = x vîi i = 1, 2, · · ·, N , v¼ vªy

‖xt − x‖ = ‖T txt − x‖ = ‖T txt − T tN ...T t1x‖

= ‖(I − λtµG)T tN ...T
t
1xt − (I − λtµG)T tN ...T

t
1x− λtµG(x)‖

≤ (1− λtτ)‖T tN ...T t1xt − T tN ...T t1x‖+ λtµ‖G(x)‖

(4.9)

≤ (1− λtτ)‖T tN−1...T
t
1xt − T tN−1...T

t
1x‖+ λtµ‖G(x)‖

...

≤ (1− λtτ)‖T ti ...T t1xt − T ti ...T t1x‖+ λtµ‖G(x)‖

...

≤ (1− λtτ)‖T t1xt − T t1x‖+ λtµ‖G(x)‖

≤ (1− λtτ)‖xt − x‖+ λtµ‖G(x)‖.

(4.10)

Tø �â,
‖xt − x‖ ≤

µ

τ
‖G(x)‖, (4.11)

tùc l  d¢y {xt} bà ch°n v  v¼ vªy, c¡c d¢y {G(yNt )}, {yit}, i = 1, 2, · · ·, N công bà
ch°n, vîi

y1
t = (1− β1

t )xt + β1
t T1xt,

y2
t = (1− β2

t )y
1
t + β2

t T2y
1
t ,

...

yit = (1− βit)yi−1
t + βitTiy

i−1
t ,

...

yNt = (1− βNt )yN−1
t + βNt TNy

N−1
t ,

(4.12)

v 
xt = (I − λtµG)yNt . (4.13)

Hìn núa, ta câ

‖xt − x‖2 = ‖(I − λtµG)yNt − x‖2

= ‖yNt − x‖2 − 2λtµ〈G(yNt ), yNt − x〉+ λ2
tµ

2‖G(yNt )‖2

≤ ‖yN−1
t − x‖2 − 2λtµ〈G(yNt ), yNt − x〉+ λ2

tµ
2‖G(yNt )‖2
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≤ ...

≤ ‖y1
t − x‖2 − 2λtµ〈G(yNt ), yNt − x〉+ λ2

tµ
2‖G(yNt )‖2

≤ ‖xt − x‖2 − 2λtµ〈G(yNt ), yNt − x〉+ λ2
tµ

2‖G(yNt )‖2

V¼ vªy,
η‖yNt − x‖2 + 〈G(x), yNt − x〉 ≤

λtµ

2
‖G(yNt )‖2. (4.14)

�º �ìn gi£n, ta �°t y0
t = xt v  chùng minh r¬ng

‖yi−1
t − Tiyi−1

t ‖ → 0, khi t→ 0 vîi i = 1, 2, · · ·, N. (4.15)

Cho {tk} ⊂ (0, 1) l  d¢y tòy þ hëi tö tîi 0 khi k → ∞ v  xk := xtk . Ta ph£i
chùng minh r¬ng ‖yik − Tiy

i−1
k ‖ → 0, ð �¥y yik �÷ñc �ành ngh¾a bði (4.12) vîi

t = tk v  yik = yitk . L§y d¢y con {xl} cõa {xk} sao cho

lim sup
k→∞

‖yik − Tiyi−1
k ‖ = lim

l→∞
‖yil − Tiyi−1

l ‖. (4.16)

L§y d¢y con {xkj} cõa {xl} sao cho

lim sup
k→∞

‖xk − x‖ = lim
j→∞
‖xkj − x‖. (4.17)

Tø (4.13) v  M»nh �· 1.1.1, ta suy ra r¬ng

‖xkj − x‖2 = ‖(I − λkjµF )yNkj − x‖
2

≤ ‖yNkj − x‖
2 − 2λkjµ〈F (yNkj), xkj − x〉

= ‖(1− βNkj )(y
N−1
kj
− x) + βNkj (TNy

N−1
kj
− TNx)‖2

− 2λkjµ〈F (yNkj), xkj − x〉

≤ (1− βNkj)‖y
N−1
kj
− x‖2 + βNkj‖TNy

N−1
kj
− TNx‖2

− 2λkjµ〈F (yNkj), xkj − x〉

≤ ‖yN−1
kj
− x‖2 − 2λkjµ〈F (yNkj), xkj − x〉

≤ · · · ≤ ‖y1
kj − x‖

2 − 2λkjµ〈F (yNkj), xkj − x〉

≤ ‖xkj − x‖2 − 2λkjµ〈F (yNkj), xkj − x〉.

(4.18)

V¼ vªy,
lim
j→∞
‖xkj − x‖ = lim

j→∞
‖yikj − x‖, i = 1, · · ·, N. (4.19)
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�p döng M»nh �· 1.1.1, ta câ

‖yikj − x‖
2 = (1− βikj)y

i−1
kj + βikjTiy

i−1
kj − x

= (1− βikj)‖y
i−1
kj
− x‖2 + βikj‖Tiy

i−1
kj
− x‖2

− βikj(1− β
i
kj)‖y

i
kj − Tiy

i−1
kj
‖2

≤ (1− βikj)‖y
i−1
kj
− x‖2 + βikj‖y

i−1
kj
− x‖2

− βikj(1− β
i
kj)‖y

i
kj − Tiy

i−1
kj
‖2

= ‖yi−1
kj
− x‖2 − βikj(1− β

i
kj)‖y

i
kj − Tiy

i−1
kj
‖2

≤ · · · = ‖y0
kj − x‖

2 − βikj(1− β
i
kj)‖y

i
kj − Tiy

i−1
kj
‖2

= ‖xkj − x‖2 − βikj(1− β
i
kj)‖y

i
kj − Tiy

i−1
kj
‖2, i = 1, 2, · · ·, N.

(4.20)
Khæng gi£m t½nh têng qu¡t, ta câ thº gi£ sû α ≤ βit ≤ β vîi α, β ∈ (0, 1). Khi
�â, tø (4.20) ta câ

α(1− β)‖yikj − Tiy
i−1
kj
‖2 ≤ ‖xkj − x‖2 − ‖yikj − x‖

2. (4.21)

Còng vîi (4.19) ta suy ra

lim
j→∞
‖yikj − Tiy

i−1
kj
‖2 = 0, i = 1, 2, · · ·, N. (4.22)

M°t kh¡c, còng vîi (4.12), ta câ

‖yit − Tiyi−1
t ‖ = (1− βit)‖yi−1

t − Tiyi−1
t ‖. (4.23)

Do 0 < α ≤ βit ≤ β < 1, ta �÷ñc ‖yi−1
t −Tiyi−1

t ‖ → 0 khi t→ 0 vîi i = 1, · · ·, N.
Ti¸p theo, ta ch¿ ra r¬ng ‖xt − Tixt‖ → 0 khi t→ 0. Trong tr÷íng hñp i = 1 ta
câ y0

t = xt. V¼ vªy, ‖xt − T1xt‖ → 0 khi t→ 0. Hìn núa,

‖y1
t − T1xt‖ = (1− β1

t )‖xt − T1xt‖ (4.24)

v  ‖xt − T1xt‖ → 0, ta câ ‖y1
t − T1xt‖ → 0. V¼ vªy, tø

‖xt − y1
t ‖ ≤ ‖xt − T1xt‖+ ‖T1xt − y1

t ‖

ta suy ra ‖xt − y1
t ‖ → 0 khi t→ 0. M°t kh¡c,

‖y2
t − T2y

1
t ‖ = (1− β2

t )‖y1
t − T2y

1
t ‖ → 0
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v 
‖y2

t − xt‖ ≤ (1− β2
t )‖y1

t − xt‖+ β2
t ‖T2y

1
t − xt‖

≤ (1− β2
t )‖y1

t − xt‖+ β2
t ‖T2y

1
t − y1

t ‖+ ‖y1
t − xt‖,

ta kh¯ng �ành r¬ng ‖y2
t − xt‖ → 0 khi t→ 0. Do

‖xt − T2xt‖ ≤ ‖xt − y2
t ‖+ ‖y2

t − T2y
1
t ‖+ ‖T2y

1
t − T2xt‖

≤ ‖xt − y2
t ‖+ ‖y2

t − T2y
1
t ‖+ ‖y1

t − xt‖

v  ‖xt − y2
t ‖, ‖y2

t − T2y
1
t ‖, ‖y1

t − xt‖ → 0, ta câ ‖xt − T2xt‖ → 0. Nh÷ vªy, ta câ
‖xt − Tixt‖ → 0, vîi i = 1, 2, · · ·, N v  ‖yNt − xt‖ → 0 khi t→ 0.

Gi£ sû {xk} l  d¢y con n o �â cõa d¢y {xt} hëi tö y¸u tîi x̃ khi k →∞. Khi
�â, ‖xk − Tixk‖ → 0, vîi i = 1, 2, · · ·, N v  {yNk } công hëi tö y¸u tîi x̃. Tø Bê
�· 1.1.3, ta câ x̃ ∈ D = ∩Ni=1Fix(Ti) v  tø (4.14), ta suy ra

〈F (x), x− x̃〉 ≥ 0 ∀x ∈ D.

Tø x, x̃ ∈ D, b¬ng c¡ch thay x bði tx+ (1− t)x̃ trong b§t �¯ng thùc cuèi còng
vîi tham bi¸n t v  cho t→ 0, ta �÷ñc

〈F (x̃), x− x̃〉 ≥ 0 ∀x ∈ D.

Do x̄ trong (4.2) l  duy nh§t n¶n ta câ x̃ = x̄. Cuèi còng, thay x trong (4.14)
bði x̄, ta suy ra {xt} hëi tö m¤nh. Ta câ �i·u ph£i chùng minh.

Ti¸p theo, chóng tæi mð rëng k¸t qu£ tr¶n �èi vîi hå c¡c ¡nh x¤ gi£ co ch°t.

�ành ngh¾a 4.2.1. �nh x¤ S : X → X �÷ñc gåi l  γ-gi£ co ch°t n¸u tçn t¤i
h¬ng sè γ ∈ [0, 1) sao cho

‖Sx− Sy‖2 ≤ ‖x− y‖2 + γ‖(I − S)x− (I − S)y‖2, ∀x, y ∈ X.

Ta �¢ bi¸t trong [56] r¬ng mët ¡nh x¤ T : X → X x¡c �ành bði Tx =

αx + (1 − α)Sx vîi α ∈ [γ, 1) cè �ành vîi måi x ∈ X, l  ¡nh x¤ khæng gi¢n v 
Fix(T ) = Fix(S). Sû döng k¸t qu£ n y, chóng tæi mð rëng k¸t qu£ cõa m¼nh
trong tr÷íng hñp D = ∩Ni=1Fix(Si), vîi Si l  γi-gi£ co ch°t, γi ∈ [0, 1), i = 1, N .
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Cö thº, cho αi ∈ [γi, 1) l  c¡c sè cè �ành. Khi �â, D = ∩Ni=1Fix(T̃i) vîi T̃iy =

αiy + (1− αi)Siy l  c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n, vîi i = 1, 2, · · ·, N , v  do vªy T̃ ti ,

T̃ ti y = (1− βit)y + βitT̃iy

= (1− βit(1− αi))y + βit(1− αi)Siy, i = 1, 2, · · ·, N,
(4.25)

l  c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n. V  chóng tæi câ k¸t qu£ sau,

�ành lþ 4.2.2. Cho G : X → X l  ¡nh x¤ L-Lipschitz li¶n töc v  η-�ìn �i»u

m¤nh, vîi L, η l  nhúng sè thüc d÷ìng. Cho γi ∈ [0, 1), i = 1, N , hå ¡nh x¤

{Si}Ni=1 gçm N ¡nh x¤ γi-gi£ co ch°t tr¶n X sao cho D = ∩Ni=1Fix(Si) 6= ∅. Cho
αi ∈ [γi, 1), µ ∈ (0, 2η/L2) v  cho t ∈ (0, 1), {λt}, {βit} ⊂ (0, 1), nh÷ trong �ành

lþ 4.2.1. Khi �â, d¢y {xt} x¡c �ành bði

xt = T̃ txt, T̃ t := T t0T̃
t
N ...T̃

t
1, t ∈ (0, 1),

ð �¥y T̃ ti , vîi i = 1, 2, · · ·, N , �÷ñc �ành ngh¾a bði (4.25) v  T t0x = (I − λtµG)x,

hëi tö m¤nh tîi nghi»m duy nh§t x̄ cõa (4.2).

Ta �¢ bi¸t trong [4] r¬ng Fix(S̃) = D ð �¥y S̃ =
∑N

i=1 ξiSi vîi ξi > 0 v ∑N
i=1 ξi = 1 vîi N ¡nh x¤ {Si}Ni=1 l  γi-gi£ co ch°t. Hìn núa, S̃ l  ¡nh x¤ γ-gi£

co ch°t vîi γ = max{γi : 1 ≤ i ≤ N}. V¼ vªy, ta câ k¸t qu£ sau.

�ành lþ 4.2.3. Cho G : X → X l  ¡nh x¤ L-Lipschitz li¶n töc v  η-�ìn �i»u

m¤nh vîi L, η > 0 n o �â. Cho {Si}Ni=1 l  N ¡nh x¤ γi-gi£ co ch°t tr¶n X thäa

m¢n D = ∩Ni=1Fix(Si) 6= ∅. Cho α ∈ [γ, 1), ð �¥y γ = max{γi : 1 ≤ i ≤ N},
µ ∈ (0, 2η/L2) v  cho t ∈ (0, 1), {λt}, {βt} ⊂ (0, 1), sao cho

λt → 0, khi t→ 0 v  0 < lim inf
t→0

βt ≤ lim sup
t→0

βt < 1.

Khi �â, d¢y {xt}, x¡c �ành bði

xt = T̃ txt, T̃ t := T t0((1− βt(1− α))I + βt(1− α)
N∑
i=1

ξiSi), t ∈ (0, 1),

ð �¥y T t0 = (I − λtµG), ξi > 0 v 
∑N

i=1 ξi = 1, hëi tö m¤nh tîi nghi»m duy nh§t

x̄ cõa (4.2).



101

V½ dö. Cho C1, C2 l  c¡c tªp �âng lçi trong khæng gian Hilbert H. B i to¡n
t¼m p∗ ∈ C1 ∩ C2 câ chu©n nhä nh§t, tùc l  t¼m sao cho

ϕ(p∗) = min
x∈C1∩C2

ϕ(x) vîi ϕ(x) = ‖x‖2

B i to¡n tr¶n t÷ìng �÷ìng vîi

〈F (p∗), p− p∗〉 ≥ 0,

vîi måi p ∈ C1 ∩ C2, F (x) = ϕ′(x) = 2x l  ¡nh x¤ 2-Lipschitz li¶n töc v  1-
�ìn �i»u m¤nh. Vîi måi t ∈ (0, 1), l§y λt = t3 → 0. Khi �â, d¢y {xt}, xt =

(I−λtF ).(αNI+ (1−αN)TN).(αN−1I+ (1−αN−1)TN−1)...(α1I+ (1−α1)T1)xt,
vîi {Ti}, i = 1, 2, ..., N l  hå húu h¤n ¡nh x¤ khæng gi¢n tr¶n H, hëi tö m¤nh
tîi p∗ = 0 l  nghi»m duy nh§t cõa b i to¡n �¢ cho.

Ngo i ra, chóng tæi công x²t b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm
b§t �ëng chung cõa hå væ h¤n c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n trong khæng gian Banach:

ChoD l  tªp con kh¡c réng, lçi, �âng trong khæng gian BanachX, ¡nh x¤ �ìn
trà F : D → X v  hå væ h¤n c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n Ti : D → D, i = 1, 2, ..., n, ....
�nh x¤ J tø X v o X∗ l  ¡nh x¤ �èi ng¨u chu©n tc,

(J(x) = {x∗ ∈ X∗ : 〈x, x∗〉 = ‖x‖‖x∗‖ v  ‖x∗‖ = ‖x‖}).

B i to¡n �÷ñc ph¡t biºu: T¼m x ∈ D sao cho

〈F (x), J(x− x)〉 ≥ 0,∀x ∈ D;

Ti (x) = x, i = 1, 2, ..., n, ...
(4.26)

Chóng tæi �¢ �÷a ra mët ph÷ìng ph¡p l°p ©n mîi düa tr¶n ph÷ìng ph¡p l°p
Krasnoselskii-Mann, ph÷ìng ph¡p l°p Halpern v  c¡c ph÷ìng ph¡p x§p x¿ m·m
cõa Moudafi v  t¼m �÷ñc nghi»m cho b i to¡n (4.26) vîi F = I − A, (A l  ¡nh
x¤ co y¸u tr¶n D, D l  mët tªp con lçi, �âng trong mët khæng gian Banach thüc
ph£n x¤ v  lçi ch°t vîi chu©n kh£ vi G¥teaux �·u). K¸t qu£ n y �¢ �÷ñc cæng
bè trong b i b¡o [2] trong danh möc cæng tr¼nh �¢ cæng bè li¶n quan �¸n luªn
¡n.
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K�T LU�N
Trong ch÷ìng n y, ð Möc 4.2, chóng tæi �¢ �÷a ra ph÷ìng ph¡p l°p ©n t¼m

nghi»m cõa b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n tr¶n tªp �iºm b§t �ëng chung cõa
mët hå húu h¤n c¡c ¡nh x¤ khæng gi¢n trong khæng gian Hilbert v  mð rëng
k¸t qu£ vîi hå c¡c ¡nh x¤ gi£ co ch°t. Ngo i ra, �º gi£i b i to¡n b§t �¯ng thùc
bi¸n ph¥n trong khæng gian Banach, chóng tæi �¢ �÷a ra ph÷ìng ph¡p x§p x¿
m·m c£i bi¶n vîi ¡nh x¤ co y¸u cho mët hå væ h¤n ¡nh x¤ khæng gi¢n. Trong
c¡c k¸t qu£ cõa m¼nh, chóng tæi �¢ chùng minh �÷ñc sü hëi tö m¤nh cõa c¡c
d¢y l°p vîi mët sè �i·u ki»n �ìn gi£n hìn so vîi mët sè k¸t qu£ tr÷îc �â cõa
c¡c t¡c gi£ kh¡c.



K¸t luªn chung

K¸t qu£ chõ y¸u
Trong luªn ¡n n y, chóng tæi �¢ thu �÷ñc nhúng k¸t qu£ ch½nh sau:

1) Thi¸t lªp mët sè �i·u ki»n �õ cho sü tçn t¤i nghi»m cõa b i to¡n tüa c¥n
b¬ng têng qu¡t lo¤i 2 v  mët sè b i to¡n li¶n quan, �°c bi»t l  b i to¡n
tüa c¥n b¬ng Pareto (y¸u) tr¶n (d÷îi); nghi¶n cùu t½nh ên �ành nghi»m
cõa c¡c b i to¡n �â.

2) Thi¸t lªp mët sè �i·u ki»n �õ cho sü tçn t¤i nghi»m cõa c¡c b i to¡n bao
h m thùc tüa bi¸n ph¥n Pareto hén hñp.

3) X¥y düng d¢y l°p t¼m nghi»m cho b i to¡n b§t �¯ng thùc bi¸n ph¥n.

Mët sè v§n �· c¦n ti¸p töc nghi¶n cùu

1) T¼m hiºu th¶m v· nhúng ùng döng cõa c¡c k¸t qu£ v o mët sè b i to¡n
trong kinh t¸.

2) Ti¸p töc nghi¶n cùu t½nh nûa li¶n töc tr¶n, d÷îi v  t½nh Hölder cõa nghi»m
cõa b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t.

3) T¼m thuªt to¡n gi£i b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t trong mët v i tr÷íng
hñp �°c bi»t.

4) Nghi¶n cùu b i to¡n tüa c¥n b¬ng têng qu¡t trong tr÷íng hñp c¡c tªp
D,K khæng compc, ch¿ lçi, �âng.



Danh möc cæng tr¼nh �¢ cæng bè

li¶n quan �¸n luªn ¡n

[1 ] Nguy¹n Thà Quýnh Anh (2009), "C¡c b i to¡n tüa tèi ÷u lo¤i 1 v  lo¤i
2", T¤p ch½ Khoa håc v  Cæng ngh», �¤i håc Th¡i Nguy¶n, 56, no. 8, pp.
45-50.

[2 ] Nguyen Thi Quynh Anh (2014), "Modified viscosity approximation meth-
ods with weak contraction mapping for an infinite family of nonexpansive
mappings", East - West Journal of Mathematics, 16, no. 1, pp. 1-13.

[3 ] Nguyen Thi Quynh Anh and Nguyen Xuan Tan (2013), "On the existence
of solutions to mixed Pareto quasivariational inclusion problems", Advances
in Nonlinear Variational Inequalities, 16, no. 2, pp. 1-22.

[4 ] Nguyen Buong and Nguyen Thi Quynh Anh (2011), "An implicit iteration
method for variational inequalities over the set of common fixed points for a
finite family of nonexpansive mappings in Hilbert spaces", Hindawi Publish
Coporation, Fixed Point Thoery Applications, 2011, article ID 276859, 10
pages, doi: 10.1155/2011/276859.

[5 ] Nguyen Xuan Tan and Nguyen Thi Quynh Anh (2011), "Generalized
quasi-equilibrium problems of type 2 and their applications", Vietnam

Journal of Mathematics, 39, pp. 1-25.



T i li»u tham kh£o

[1] Nguy¹n Xu¥n T§n, Nguy¹n B¡ Minh (2006), Mët sè v§n �· trong lþ thuy¸t

tèi ÷u �a trà, Nh  xu§t b£n Gi¡o döc.

[2] Nguy¹n Xu¥n T§n, Nguy¹n B¡ Minh (2007), Lþ thuy¸t c¡c b i to¡n tèi ÷u,
Nh  xu§t b£n �¤i håc Quèc gia H  Nëi.

[3] Ho ng Töy (2005), H m thüc v  Gi£i t½ch h m, Nh  xu§t b£n �¤i håc Quèc
gia H  Nëi.

[4] Acedo, G. L. and Xu, H. K. (2007), "Iterative method for strict pseudocon-
tractions in Hibert spaces", Nonlinear Anal., 67, pp. 2258-2271.

[5] Pham Ngoc Anh, Kim J. and Le Dung Muu (2012), "An extragradient
algorithm for solving bilevel variational inequalities", J. Global Optim., 52,
pp. 527-539.

[6] Aubin J. P. and Cellina, A. (1994), Differential Inclusions, Springer Verlag,
BerLin, Gemany.

[7] Berge C. (1959), Espaces Topologiques et Fontions Multivoques, Dunod,
Paris 1959.

[8] Bianchi M. and Pini R. (2005), "Coercivity conditions for equilibrium prob-
lems", J. Optim. Theory Appl., 124, pp. 79-92.



106

[9] Blum E. and Oettli W. (1991), "Variational principles for equilibrium prob-
lems", Parametric Optimization and Related Topies III (Guestrow, 1991),
79-88, Approx. Optim. 3, Lang, Frankfurt am Main, (1993).

[10] Blum E. and Oettli W. (1993), "From optimization and variational in-
nequalities to equilibrium problems", The Math. Student, 64, pp. 1-23.

[11] Browder F. E. (1984), "Coincidence theorems, minimax theorems and vari-
ational inequalities", Amer. Math. Soc., Providence RI, 26, pp. 67-80.

[12] Debreu G. (1954), "Valuation equilibrium and Pareto optimum", Proc. Nat.
Acad. Sci. U.S.A., 40, pp. 588-592.

[13] Truong Thi Thuy Duong (2013), "Mixed generalized quasi-equilibrium
problems", J. Global Optim., 56, no. 2, pp. 647�667.

[14] Truong Thi Thuy Duong and Nguyen Xuan Tan (2010), "On the existence
of solutions to generalized quasi-equilibrium problems of type I and Related
Problems", Adv. Nonlinear Var. Inequal. 13, no. 2, pp. 29-47.

[15] Truong Thi Thuy Duong and Nguyen Xuan Tan (2011), "On the existence
of solutions to generalized quasi-equilibrium problems of type II and related
problems", Acta Math. Vietnam. 36, 2, pp. 231�248.

[16] Truong Thi Thuy Duong and Nguyen Xuan Tan (2012), "On the existence
of solutions to generalized quasi-equilibrium problems", J. Global Optim.,
52, no. 4, pp. 711�728.

[17] Edgeworth F. Y. (1981), "Mathematical Psychics", C. Kegan Paul Co.,
London, England.

[18] Fan K. (1952), "Fixed point and minimax theorems in locally convex topo-
logical linear spaces", Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A., 38, pp. 121-126.

[19] Fan K. (1961), "A generalization of Tychonoff's fixed point theorem",Math-

ematische Annalen 142, pp. 305-310.



107

[20] Fan K. (1972), "A minimax inequality and application", in Inequalities III,
O. Shisha (Ed), Academic Press, New York, pp. 103-113.

[21] Fang Y. P., Huang N. J. (2005), "Existence results for generalized implicit
vector variational inequalities with multivalued mappings", Indian J. Pure

Appl. Math., 36, pp. 629-640.

[22] Ferro F. (1989), "A minimax theorem for vector-valued functions", J. Op-
tim. Theory Appl., 60, pp. 19-31.

[23] Goebel K., Kirk W. A. (1990), "Topics in Metric Fixed Point Theory",
Cambridge Studies in Advanced Math., 28, Cambridge Univ. Press, Cam-
bridge.

[24] Guerraggio A., Nguyen Xuan Tan (2002), "On general vector quasi-
optimization problems", Mathematical Methods of Operation Research, 55,
pp. 347-358.

[25] Hadjisavvas, N. (2003), "Continuity and maximality properties of pseu-
domonotone operators", J. Convex Anal., 10, pp. 465-475.

[26] Bui The Hung, Nguyen Xuan Tan (2012), "On the existence of solutions to
Pareto and weak quasivariational inclusion problems", Advances in Nonlin-

ear Variational Inequalities, 15, no. 2, pp. 1�16.

[27] Kalashnikov V. V. and Klashnikova, N. I. (1996), "Solving two-level varia-
tional inequality", J. Global Optim., 8, 289-294.

[28] Bòi Trång Ki¶n (2013), "Second-order necessary optimality conditions for
a class of semilinear elliptic optimal control problems with mixed pointwise
constraints", SIAM. J. Control Optim., 52, no. 2, pp. 1166-1202.

[29] Kim, W.K and Tan K.K. (2001), "New existence theorems of equilibria and
applications", Nonlinear Analysis, 47, pp. 531-542.

[30] Kinderlehrer D. and Stampacchia G. (1980), "An introduction to variational
inequalities and their applications", Academic Press, New York, NY.



108

[31] Kuhn H. N. and Tucker A. W. (1951), "Nonlinear programming", in Pro-

ceedings of the Second Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and

Probability, University of California Press, Berkeley and Los Angeles, pp.
481-492.

[32] Lin J. L. (2007), "Systems of generalized quasi-variational inclusion prob-
lems with applications to variational analysis and optimization problems",
J. Global Optim., 38, pp. 21- 39.

[33] Lin L. J. and Nguyen Xuan Tan (2007), "On quasi-variational inclusion
problems of type I and related problems. J. Global Optim., 39, no. 3, pp.
393-407.

[34] Lin L. J., Nguyen Xuan Tan (2009), "Quasi-equilibrium inclusion problems
of Blum-Oetli type and related problems", Acta Math. Vietnamica, 34, no.
1, pp. 111-123.

[35] Lions J. L., Stampacchia G. (1967), "Variational inequalities", Communi-

cations on Pure and Applied Mathematics, 20, pp. 493-512.

[36] Dinh The Luc (1989), "Theory of vector optimization", Lecture Notes in

Economics and Mathematical Systems, Springer Verlag, Berlin, Germany,
319, 173 pages.

[37] Dinh The Luc (2008), "An abstract problem in variational analysis", J.
Optim. Theory Appl., 38, pp. 65-76.

[38] Dinh The Luc and Nguyen Xuan Tan (2004), "Existence conditions in vari-
ational inclusions with constraints", Optimization, 53, no. 5-6, pp. 505- 515.

[39] Marino G. and Xu H. K. (2007), "Weak and strong convergence theorems
for strict pseudo-contractions in Hibert spaces", J. Math. Anal. Appl., 329,
pp. 336-346.

[40] Nguyen Ba Minh and Nguyen Xuan Tan (2000), "Some sufficient conditions
for the existence of equilibrium points concerning multivalued mappings",
Vietnam Journal of Mathematics, 28, pp. 295-310.



109

[41] Nguyen Ba Minh, Nguyen Xuan Tan (2005), "On the existence of solutions
of quasi-variational inclusion problems of Stampacchia type", Advances in

Nonlinear Variational Inequalities, 8, pp. 1-16.

[42] Minty G. J. (1978), "On variational inequalities for monotone operators",
Advances in Mathematics, 30, pp. 1-7.

[43] Nash J. (1951), "Non - Cooperative Games", Annals of Mathematics, 54,
no. 2, pp. 286-295.

[44] Pareto, V. (1909), "Manuel d'e'conomic politique".

[45] Park S. (2000), "Fixed points and quasi-equilibrium problems", Nonlinear
Oper. Theory. Math. And Com. Model., 32, pp. 1297-1304.

[46] Pham Huu Sach, Le Anh Tuan (2007), "Existence results for set-valued
vector quasi equilibrium problems", J. Optim. Theory Appl., 133, pp. 229-
240.

[47] Nguyen Xuan Tan (1985), "Quasi-variational inequalities in topological lin-
ear locally convex Hausdorff space", Math. Nachr., 122, pp. 231-245.

[48] Nguyen Xuan Tan (2004), "On the existence of of solutions of quasi-
variational inclusion problems", J. Optim. Theory Appl., 123, pp. 619-638.

[49] Nguyen Xuan Tan and Phan Nhat Tinh (1998), "On the existence of equi-
librium points of vector functions", Numer. Funct. Anal. Optim., 19, pp.
141-156.

[50] Tian G. Q. and Zhou J. X. (1993), "Quasi- variational inequalities without
the concavity assumption", J. Math. Anal. Appl., 172, 289-299.

[51] Le Anh Tuan and Pham Huu Sach (2009), "Generalizations of vector quasi-
variational inclusion problems with set-valued mappings", J. Global Optim.,
43, no. 1, pp. 23-45.

[52] Xu H. K. and Ori R. G. (2001), "An implicit iteration process for nonex-
pansive mappings", Numer. Func. Anal. And Optim., 22, pp. 767-773.



110

[53] Yamada Y. (2001), "The hybrid steepest-descent method for variational
inequalities problems over the intesectionof the fixed point sets of nonex-
pansive mappings", Inhently Parallel Algorithms in Feasibility and Opti-

mization and Their Applications, Edited by D. Butnariu, Y. Censor, and S.
Reich, North-Holland, Amsterdam, Holland, pp. 473-504.

[54] Yannelis N. C. and Prabhaker N. D. (1983), "Existence of maximal elements
and equilibria in linear topological spaces", J. Math. Eco., 12, pp. 233-245.

[55] Zheng L. C. and Yao J. C. (2006), "Implicit iteration scheme with per-
turbed mapping for common fixed points of a finite family of nonexpansive
mappings", Nonl. Anal., 64, pp. 2507-2515.

[56] Zhou H. (2008), "Convergence theorems of fixed points for k-strict pseudo-
contractions in Hibert spaces", Nonlinear Analysis, 69, pp. 456-462.

[57] Zeidler E. (1985), Nonlinear Functional Analysis and Its Applications,
Springer, New York.




