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Lo1 cam doan

T6i xin cam doan day la cong trinh nghién cttu ctia toi dudi syt hudng dan cla
GS. TSKH. Nguyén Xuan Tan. Céac két qua viét chung véi GS. TSKH Nguyén
Xuan Tan va GS. TS. Nguyén Buong da dugce sy dong y ciia cac thay khi dua
vao luan an. Cac két qua néu trong luan 4n 13 mdi chua timg dude ai cong b

trude do.

Tac gia

Nguyén Thi Quynh Anh



Lol cam on

Luan &n nay dugc hoan thanh tai truong Dai hoc Su pham - Dai hoc Thai
Nguyén duéi sy huéng dan cia GS. TSKH. Nguyén Xuan Tan. Trong sudt qué
trinh hoc tap va nghién ctu cia tac gid, GS. TSKH. Nguyén Xuan Tan da ting
butée chi dan tac gid mot cach tan tinh vi nghiém khic, truyén cho tac gia rat
nhiéu kién thic khoa hoc va cudc séng. Tac gid xin bay té long biét on sau sic

nhat dén thay.

Tac gia xin dic biet cdm on GS. TS. Nguyén Buong, ngudi thay da luon quan
tam, gitap dé va tao diéu kién cho tac gid tham gia semina cting nhém nghién
cttu clia trong sudt qué trinh hoc tap vita qua. Nhan dip nay, tac gia cling xin
duge bay t6 long biét on téi cac thay: GS. TSKH. Pham Hitu Sach, GS. TSKH.
Nguyén Dong Yen, PGS. TS. Nguyén B4 Minh, PGS. TS. Nguyén Niang Tam,
PGS. TS. Pham Hién Bang, PGS. TS. Ha Tran Phuong, TS. H6 Minh Toan da

chi bao tan tinh va cho nhitng ¥ kién déng gép quy bau cho luan an.

Tac gia xin duge bay t6 sy cdm on dén Ban Giam hiéu, Ban chti nhiém Khoa
Khoa hoc co ban truong Dai hoc Cong nghé Thong tin va Truyén thong, da tao
moi diéu kién thuan 1gi cho tac gid hoan thanh luan 4n ciia minh. Tac gid cling
xin chan thanh cdm on Ban Giam dbc, Ban Sau dai hoc Dai hoc Thai Nguyeén;
Ban Giam hiéu, Phong Sau dai hoc, Ban chii nhiém khoa Toan, Bd mon Giai
Tich truong Dai hoc Su pham - Dai hoc Thai Nguyén; Vién Toan hoc va cac
nha khoa hoc tai cac co s, da tao dieu kién va giap d6 tac gid trong sudt qué

trinh hoc tap, nghién ctu va hoan thanh luan an.

Tac gid xin chan thanh cdm on ban be, dong nghiép, anh chi em nghién ctu
sinh da luon giup do, dong vién va khich 1é tac gia trong suét qué trinh hoc tap,

nghién cttu va lam luan an.
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Tac gia xin gti ting bd me va gia dinh than yéu ctia minh niém vinh du to

16n nay.

Tac gia

Nguyén Thi Quynh Anh
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1. Ly do chon dé tai

Ly thuyét t6i wu vécto duge hinh thanh tir ¥ tudng vé can bang kinh té, 1y
thuyét gia tri ctia Edgeworth [17] nam 1881 va Pareto [44] nam 1909. Nhung tit
nhitng nam 1950 tré lai day, sau nhitng cong trinh vé diéu kién can v d cho
t61 wu ctia Kuhn - Tucker [31] nam 1951, vé gia tri can bang va t6i wu Pareto
ctia Debreu [12] nam 1954, 1y thuyét t6i wu vécto méi trd thanh mot 1y thuyét
mdi clia toan hoc hién dai, véi nhiéu tng dung trong thyc té. Ly thuyét t6i uu
vécto duge nghién cttu khé ti mi va hé théng trong cudn sach chuyén khio cia
Dinh Thé Luc [36]. Déng vai tro quan trong trong 1y thuyét t61 uu 1a bai toan

tim cuc tiéu clia ham f trén tap D: Tim Z € D sao cho
f(z) < f(x), v6i moi x € D, (0.1)

v6i D la mot tap con khac rong trong khong gian X, f : D — R 1a mot ham
thic. Bai toan nay ciing da duge nhiéu nha todn hoc nghién cttu, md rong cho
anh xa da tri trong cac khong gian vécto. Ching toi quan tam dén 16p cac bai
toan tya can bing tong quat vi su tdn tai nghiém ctia ching. Cach tong quat
héa cac bai todn nhu vay cho phép ta nhin nhan cac bai toan trong 1y thuyét
t61 vu mot ciach he théng va nhat quan, v nghiém clia chiing c6 lién quan chit
ché v6i nhau. D@ tim nghiém cac bai toan t6i wu va cac bai toan mé rong, nguoi
ta thuong xay dung nhitng thuat toan dé tim nghiém cho titng bai toan cu the,
tuy thudc dic trung ctia moi loai. Mot trong cac phuong phap do 1a xay dung
cac ddy 1dp hoi tu vé nghiém. Chinh vi vay, viéc tim diéu kién du cho sy ton tai
nghiém ctlia cac bai todn 13 mot trong nhitng vin dé quan trong khi nghién ciu
cac bai toan trong 1y thuyét t6i vu. Cac két qud da duge dua ra trude day chua

thuc su tong quat cho cac bai toan hodc diéu kién ton tai nghiem con qué chat.



V6i cac 1y do trén, ching toi Iya chon dé tai nghién citu "Bai toan tya can

bing tong quat va mot sb tng dung".

-

2. Muc dich cda dé tai luan an

2.1. Muc dich thit nhéat ctia dé tai luan 4n la xét bai toan tua can bing tong
quat, chiing minh did¢u kién da dé bai toan c6 nghiém va nghién ctu tinh 6n
dinh nghiém ctia bai toan d6. Ngoai ra, luan an nghién citu mdi quan hé clia bai
toan tua can bing tong quat véi cic bai toan da dudce dua ra truée do va tim
mot s6 tng dung vao cac van dé trong kinh té, didu khién t6i vu vh mot s6 linh
vuc khac.

2.2. Muc dich thit hai ctia dé tai luan an 14 gidi thieu cac bai todn bao ham
thitc tya bién phan Pareto hén hgp, chiing minh diéu kien du dé cac bai toan
d6 c6 nghiem va suy ra mot s6 két qua cho céc bai toan lien quan da duge dua
ra trude do.

2.3. Muc dich thit ba clia dé tai luan 4n 1a xay dyng thuat toan tim nghiem
clia bai toan tua can bing tong quét, bao ham thic tya bién phan Pareto trong
truong hop dic biet: Tim nghiem ctia bai toan bat déng thiic bién phan trén

tap diém bét dong chung ctia mot ho cac anh xa khong gian.
3. Déi tugng vA pham vi nghién citu

Luan an tap trung nghién citu tinh lién tuc, tinh 16i (theo nén) cia cic anh
xa don tri vd da tri, tinh KKM ctia 4nh xa da tri, tinh 16i déng ctia tap hop,...
dé tim ra didu kién ton tai nghiém cho bai toan tya can bang tdng quat va bai

toan bao ham thitc tiya bién phan Pareto hdn hop.
4. Phuong phap nghién citu

Trong ludn an, mot s6 dinh 1y diém bat dong da dugc ding dé ching minh
cac két qua chinh: Dinh 1y diém bat dong Ky Fan, Dinh 1y Fan-Browder vi mot
s6 dang tuong duong khéc. Ngoai ra, phuong phap vo hudng hoa cac bai toan

trong khong gian véctd cung da duge st dung mot cach hiéu qua.

5. Y nghia khoa hoc va thuc tidn
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Céc bai toan tya can bang va bao ham thitc tya bién phan da va dang duge
nhiéu nha toan hoc trén thé giéi quan tam nghién ctu. Trong nuée, c6 thé ké
dén céc tac gid nhu Phan Qudoc Khanh, Pham Hitu Sach, ... , ngoai nudc ¢ Lin
L.J., Dinh Thé Luc, ... Nhiéu cong trinh nghién citu khoa hoc vé cac van dé nay
da duge ra doi, ching c6 nhiéu tng dung trong gidi quyét nhitng mo hinh kinh

té, Iy thuyét tro choi,... va cdc nganh khoa hoc khéc.
6. Téng quan va ciu tric luan an

Déng vai tro trung tam, bai toan t6i wu (0.1) ¢6 moéi quan hé mat thiét dén
nhiéu bai toan khac trong 1y thuyét t6i wu, chang han bai toan can bing, bat
diing thitc bién phan, bai toan diém bat dong, bai toan can bing Nash trong mo
hinh kinh té,...

Nam 1980, Stampacchia [30] dia ra bai todn bt dang thitc bién phan (0.2)
va tim diéu kién du dé bat ding thic bién phan c¢6 nghiem. Bai todn dugc phat
biéu nguyén thiiy nhu sau: Cho D 1a tap con trong khong gian Euclid hitu han
chieu R®, G : D — R" 13 anh xa don tri. Tim Z € D sao cho

(G(T),x —7) >0 v6i moi x € D. (0.2)

Khi f 13 mot ham 161, kha vi trén tap 16i D, thi bai toan t6i wu (0.1) tuong duong
v6i bai todn bat dang thiic bién phan (0.2), v6i G(z) = V f(x). Sau do, bai toan
duge md rong sang khong gian vo han chiéu vd thém ham s6 ¢ : D — R. Cu
thé, cho D 1a tap con trong khong gian Banach X véi déi ngdu X*, G : D — X*

14 anh xa don tri, ¢ : D — R 13 ham s6. Ta c¢6 bai toan: Tim Z € D sao cho
(G(ZT),z — )+ ¢(x) —p(Z) > 0 véi moi x € D.

Song song v6i bai toan nay, Minty [42] da dua ra bai toan bat dang thitc bién
phan sau day: Tim £ € D C R" sao cho

(G(x),x —T) > 0 v6i moi x € D. (0.3)

Hai bat ding thiic nay 13 hoan toan khac nhau. Khi D 1a tap 16i thi tap nghiem
cia (0.3) cting 1a tap 16i. Nhung tap nghiém cta (0.2) néi chung khong 16i. Khi
G la toan tit don diéu thi (0.2) tuong duong véi (0.3).
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Cuing v6i cac bai toan trén, ta con ¢ bai toan diém bat dong: Cho T : D — X

la 4nh xa don tri. Tim € D sao cho
r="T(7). (0.4)

Néu T 13 mot anh xa lién tuc va anh xa G := I — T, v6i I 13 4nh xa dong nhat
tren D, thi bai todn diém bat dong (0.4) tuong duong véi bai toan bat ding
thitc bién phan (0.2) (xem [30]).

Nam 1994, Blum, E. vd Oettli, W. da phat biéu va ching minh su ton tai
nghiém ciia bai todn diém can bing: Cho D 1i tap con clia khong gian topo

tuyén tinh 16i dia phuong Hausdorff X, : D x D — R. Tim Z € D sao cho
o(t,z) > 0v6i moit € D. (0.5)

Bai toan nay chita cac bai todn (0.1), (0.2), (0.3) va cac bai todn diém yén nguya,
minimax, bai toan bil, bai toan diém bat dong, . . . nhu nhitng trudng hop dic
biét.

Niam 2002, Nguyén Xuan Tan va Guerraggio, A. [24] da phat biéu va ching
minh sy ton tai nghiém ciia bai toan tua téi wu tong quat hay con goi la bai toan
tua t6i wu phu thuoc tham s loai 1: Cho X, Z 1a cac khong gian topo tuyén
tinh 161 dia phuong Hausdorff, D C X, K C Z 1a nhitng tap con khéc rong. Cho
S:DXK—>2D,T:DXK%QKlénhﬁngénhxadatri,F:KXDXD—HR
14 ham s6. Tim (7, 7) € D x K sao cho

(0.6)

Bai toan (0.6) tong quat hon bai toan (0.5). Khi F khong phu thude vao v,
F(z,z) = 0 v6i moi x € D, ta chi viec diat S(z,y) = D va p(t,z) = F(z,t)
véi moi z,t € D. T (0.6), ta ¢6 ngay 0 = F(z,z) < F(z,t),Vt € D, tic la
(t,z) > 0 v6i moi t € D va (0.5) duge thoa man. Cac bai toan tya t6i uu ly
tudng loai 2 ciing da dugc xét dén trong bai béo [1], danh muc cong trinh da
cong bo lien quan dén luan an.

Bai toan (0.1) da duge phat biéu cho trusng hgp vécto: Cho X, Y 1a cac
khong gian topo tuyén tinh 16i dia phuong, D la tap con trong X, C' 13 nén



trong Y. Nén C sinh ra quan hé thi ty ting phan trén Y : z = y khi va chi khi
r —y € C. Tt quan hé tht ty nay, ngudi ta dinh nghia tap cic diém hitu hiéu
Iy tudng, thuc sy, Pareto va yéu clia tap A C Y, (xem Dinh nghia 1.2.4). Ta ki
hieu aMin(A/C) 1a tap cdc diem hitu hieu a ctia tap A déi véi nén C, (o 1a ly
tudng, thuc sy, Pareto, yéu). Bai toan: Tim € D sao cho

F(z) € aMin(F(D)/C), (0.7)

trong dé6 F : D — Y, dudc goi la bai toan tua t6i wu « vécto. Diém z duge goi
14 nghiém va F(z) duge goi 1a gia tri t61 uu « cia (0.7).

Nam 1985, Nguyén Xuan Tan [47] d& md rong bai toan (0.2) cho truong hop
anh xa da tri va truong hgp mién rang buoc D thay d6i béi anh xa da tri S. Tic
14, cho D 1a tap con ctia khong gian topo tuyén tinh 16i dia phuong Hausdorff
X v6i déi ngdu X*. Cho S : D — 2P P : D — 2% la nhitng 4nh xa da trj vi
¢ : D — R 1a ham s6. Bai toan: Tim z € D, € S(Z) va §j € P(Z) sao cho

G, x —T) + p(x) — p(T) > 0véi moix € S(T), (0.8)

duge goi 1a bat dang thic tya bién phan da tri.

Nam 1998, Nguyén Xuan Tan vd Phan Nhat Tinh [49] da md rong bai toan
(0.3) cho truong hop vécto. Nam 2000, Nguyén Xuan Tan va Nguyén B4 Minh
[40] m& rong tiép cho trudng hop anh xa da tri va ching minh dinh 1y vé sy ton
tai nghiém ctia Blum-Oettli cho truéng hop nay.

Nam 2007, Lin J. L. vd Nguyén Xuan Tén [33] phat biéu bai toan bao ham
thiic tya bién phan loai 1: Cho X, Z,Y la cac khoéng gian topo tuyén tinh 161
dia phuong Hausdorff, D C X, K C Z la cac tap khac rong, C' C Y 1a nén. Cho
S:DxK—=2PT:-DxK =28 P:D—-2Pi=1,2Q:DxD — 2K F_:
KxDxD—=2" 1x nhing anh xa da tri.

Bai toan bao ham thic tya bién phan 1y tudng tren (dudi) loai 1: Tim (Z, ) €
D x K sao cho

1) e Sy), yeT(x,9),
2) F(y,z,t) C F(y,z,z) + C v6imoi t € S(z,7), (0.9)
(F(g,z,t)NF(y,z,2)+ C #0 véimoi t € S(z,7)).
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Bai todn dugce goi 1a bai toan bao ham thic tya bién phan Pareto trén (dudi)
loai 1: Tim (z,9) € D x K sao cho

1) zeSTy), yeT(zy),
2) F(y,z,t) L F(y,%,%) — (C'\ {0}) v6imoi t € S(T,7), (0.10)
(F(g,z,t)N F(y,z,z) — (C\ {0}) =0 véi moi t € S(z,7)) .

Tuong tu, ta ciing c6 thé phéat bic¢u cac bai toan bao ham thitc tua bién phan
thite sit vA bao ham thic tya bién phan yéu loai 1.
Nam 2004, Dinh Thé Luc va Nguyén Xuan Tan [38] dua ra cac loai bai toan

bao ham thitc tya bién phan loai 2. Bai todn: Tim ¥ € D sao cho € P(T) va

F(y,z,t) C F(y,z,z) + C véimoi t € P(z),y € Q(z,1),

(F(?J,i’,t) NF(y,z,2) +C # 0 véimoi t € P(Z),y € Q(ﬁ?,t)) 7 (0.11)

duge goi 1a bai toan bao ham thic tya bién phan ly tudng trén (dudi) loai 2.
Bai toan bao ham thic tya bién phan Pareto tren (dudi) loai 2 duge phét

biéu nhut sau: Tim Z € D sao cho 7 € Py(7) va

F(ya'fat) g F(yafaf) o (C \ {0}) vol moi t € P2(j)7y S Q<j7t)7

(F(y,z,7) € F(y,z,t) + (C\ {0} v6imoi t € P5(Z),y € Q(7,1)).
(0.12)

Tuong tu, ta c6 cac bai toan bao ham thitc tya bién phan thuc sy, yéu trén
(dudi) loai 2. Cac dinh ly vé sy ton tai nghiem clia bai todn bao ham thic tya
bién phan Pareto loai 1 va loai 2, dd duge Bui Thé Hung va Nguyén Xuan Tan
xét trong [26], va mot s6 bai bao khac da duge gii dang. Tu két qui nay ta
suy ra nhiéu két qua cho céc bai toan khac, chang han, bai toan tua can bang
Pareto, tua t6i wu Pareto loai 1 va loai 2,...

Tiép sau cac két qud nghién ctu ctia Truong Thi Thity Duong va Nguyén
Xuan Tan vé bai toan tua can bing tong quat loai 1, Nam 2011, ching t6i phat

biéu bai toan tya can bing tong quét loai 2: Tim 7 € D sao cho T € P(T) va
0€ F(y,z,t) v6i moi t € Py(Z) vay € Q(z,t).

Cac loai bai toan tya can bang téng quat nay chita cac loai bai toan bao ham
thic tira bién phan, tya can bang va cic loai bai toan quan hé bién phan loai 1

va loai 2 nhu nhitng trudng hgp riéng.
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Truong Thi Thily Duong [13] da chiing minh sy ton tai nghieém cho bai toan
tua can bing tdng quat hdn hop: Tim (Z,9) € D x K sao cho

1) T €5(2,9),y€T(9),
2) 0€ F(y,y,z,t) v6imoi t € S(x,y),
3) 0€G(y,z,t) v6imoi t € P(Z),y € Q(Z,1).

O day X,Y1,Ys, Z la cac khong gian topo tuyén tinh 15i dia phuong Hausdorft,
dnhxa F: KxKxDxD—=2" G:KxDxD —2Y vacacanhxa P,Q,S, T
nhu trén. Tac gid dua ra diéu kién ton tai nghiém cho bai toadn tua can bang
téng quéat vai gid thiét iv) kha chat, dusi dang mot bai toan khac ma ta chua
xac dinh dugce khi nao né cé nghiém.

Muc dich ctia luan an nay la phat bicu va ching minh sy ton tai nghiém cta
bai todn tya can bing tong quat, tim mbi lien quan t6i cac bai toan khac trong
Iy thuyét t6i wu vécto da tri, ddc biét 14 cac bai toan tua can bang Pareto, tiya
can bang yéu va bao ham thitc tita bién phan Pareto hdén hop véi nhiing gid
thiét don gidn, va cudi cling, chiing t6i xay dung mot phuong phap lip dé giai
bai toan bat déng thitc bién phan trén tap diém béat dong chung ciia mot ho hitu
han cac anh xa khong gian trong khong gian Hilbert. Bai toan nay la trucng
hgp dac biét ciia bai toan tua can bing tong quat va bai toan bao ham thitc tua
bién phan Pareto hdn hop.

Chuong 1 gidi thieu mot s6 kién thiic co ban clia giai tich da tri duge sit dung
trong cac chuong chinh cua luan an.

Chuong 2 danh cho bai toan tita can bing tong quat. Dinh 1y 2.3.1 cho bai
toan tya can biang téng quat loai 2, Hé qua 2.4.2 cho bai toan tya can bang vo
huéng, He qua 2.4.1 cho bai toan tua quan hé bién phan, cac He qui 2.4.3 va
2.4.4 cho cac bai todn bao ham thic tya bién phan 1y tudng, cac He qui 2.4.5
va 2.4.6 cho cac bai toan tiya can bang ly tudng. Dac biét, ta chi ra mot sé két
qué vé st ton tai nghiém cho céc bai todn tya can bang Pareto (yéu) trén (dudi)
loai 1 (loai 2) lién quan t6i anh xa don diéu (xem cac Dinh 1y 2.4.3, 2.4.2, 2.4.5,
2.4.4,2.4.7,2.4.6, 2.4.9 va 2.4.8). Chuong nay dugc viét dya trén két qua cia
bai bao [5] trong danh muc cong trinh da cong bo clia tac gia lien quan dén luan

z

all.
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Chuong 3 nghién cttu 4 bai toan bao ham thic tya bién phan Pareto hén
hop. Cac dinh 1§ 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 v& 3.2.4 chi ra diéu kién du dé ton tai nghiem
clia ting loai. He qud ctia cac dinh 1y trén 1a sir ton tai nghiém ciia cAc bai toan
lien quan nhu: bai toan hé bao ham thitc tua bién phan Pareto, cac bai toan tua
t6i wu Pareto, tya can bang Pareto hdn hop. Noi dung chinh cia chuong nay
duge 14y tur bai béo [3] trong danh muc cong trinh da cong bo cla téc gia lién
quan dén luan an.

Trong chuong 4, chiing t6i chi ra ring, bai toan bat ding thic bién phan, véi
cac dieu kien duge dat ra, théa man cac dinh 1y chinh vé sy ton tai nghiem &
Chuong 2 va Chuong 3. Sau dé, chiing t6i xay dung mot phuong phap lip an dé
tim nghiém ciia bai toan d6 (xem céc dinh 1y 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3). Noi dung ctlia
chuong nay da duge cong bo trong hai bai bao [2| va [4] trong danh muc cong

trinh da cong bo ciia tac gid lien quan dén luan an.



Chuong 1
MOT SO KIEN THUC CO BAN

D61 véi mdi bai toan duge dit ra trong toan hoc, phai dude xac dinh trong
mot khong gian cu thé, c6 nhu vy, ta méi xac dinh dude nghieém can tim ctia bai
toan nam trong khong gian ndo. Chinh vi vay, trude khi nghién cttu nhitng bai
toan dugc néu trong luan an, ta can nhic lai nhitng khong gian, nhitng kién thic
co ban can ding trong nhitng chuong tiép theo ctia luan vin. Ta bt dau bang
viec nhic lai vé khong gian topo tuyén tinh 16i dia phuong Hausdorff, khong

gian ma ta thuong dit ra cic bai toan trong ly thuyét téi uu vécto da tri.
1.1 Khong gian té6p6 tuyén tinh 16i dia phuong Hausdorff

Trong muc nay, ta xét 16p khong gian triu tugng: khong gian topo. Ta co cac
khai niém giéi han, lan can, tap déng, tap md. Ta noi rang khong gian nay cé
cau trtc topo. Phan 16n cac kién thiic trong muc nay duge tham khio tit cudn

sach Ham thyuc va Giai tich ham ctia GS. Hoang Tuy ([3]).

1.1.1. Khoéng gian to6po
Dinh nghia 1.1.1. Cho X la mot tap hop.

1) Mot ho G nhiing tap con clia X duge goi 1a 1a mot topé trén X néu:

i) Hai tap 0, X déu thudc ho G;
ii) G kin dbi véi phép giao hitu han, titc 1 giao clia mot s6 hitu han tap
thudc ho G thi cling thudc ho G;
iii) G kin déi véi phép hop bat ki, tic 1a hop clia mot s6 hitu han hay vo
han tap thudc ho G thi ciing thudc ho G.

2) Tap X cung v6i topd G tréen X duge goi 1a khong gian topo (X,G) (hay
khong gian topo X).
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3) Cac tap thudc ho G duge goi la tap md.

4) Khi ¢6 hai topo G, G'tréen X, néu G C G, ta néi topo G yéu hon (thé hon)
topd G’ hay topo G’ manh hon (min hon) topo G. Trusng hop khong ¢

quan hé do, ta néi hai topd khong so sanh duge.

Trong khong gian metric (X, d), ho 7 cac tap md trong X ciing la mot topo
tréen X, ta goi n6 l1a topo metric d, dieu d6 c¢6 nghia 1a, moi khong gian metric
(bao gom ca khong gian dinh chuan va Hilbert), déu 14 khong gian topo.

Trong mdt khong gian t6po da nghia cac tap ma, ta c6 thé dinh nghia duge
khai niém lan can, giéi han, phan trong, bao déng, . . . mot cach khai quat hon

cac khai niém da dinh nghia trong khong gian metric.
Dinh nghia 1.1.2. Cho khong gian topo (X,G), A C X.

1) Tap con U clia khong gian X dugce goi la ldn cin cia A néu U bao ham
mot tap mdé chita A;
2) Lan can cla phan tit z € X 1a 1an can cta tap con {z}. Ho tat c& cac lan
can ctia mot diém goi 1 hé lan cin cha diém do.
DPinh nghia 1.1.3. Cho X, Y Ia hai khong gian topo.
1) Mot anh xa f: X — Y duge goi la lién tuc tai didm z € X néu v6i mdi lan
can U cta f(z) trong Y, déu ton tai lan can V clia x trong X théa man

f(v)Ccu.

2) Anh xa f goi la lién tuc trén khong gian topo X néu f lién tuc tai moi

diém thuoc X.

Tuong ty, khai niem anh xa dong phoi, anh xa md, déng, . . . duge md rong
mot cach ty nhién trong khong gian topd. Mot topo ¢ thé duge xac dinh tir
mot ho con ctia n6, duge goi la ¢o sG cta topod do.

Dinh nghia 1.1.4. Cho khong gian t6po (X, G),
1) Cho z € X, ho V, ndo d6 gom cac lan can cia diém z duge goi 1a mot co
sd dja phuong clia topo G tai diém z (hay co sd 1an can tai x), néu vdi bat

ki lan can U cia diém z luon ton tai tap V € V, sao choxz € V C U.
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2) Ho con V cac phan tii cia G duge goi 1a mot co sd clia topo G trén X néu

moi phan tit clia G déu 1a hgp clia mot sé phan t thuode V.

3) Ho con M cac phan tit clia G duge goi 1a mot tién co s cla topo G trén
X néu ho céac giao hitu han c6 thé cé cac tap con thudoc M 1a mot co s6

cia topo G.
Dinh nghia 1.1.5. Khong gian topo (X, G) duge goi 1a khong gian Hausdorff
néu déi véi hai diém khac nhau tuy § 2,y € X luon ton tai cac lan can U clia

x,V cla y sao cho UNV = 0.

Mot khong gian vécto hay con goi 1a khong gian tuyén tinh c6 thé con duge

trang bi mot cau tric topo. Ta c6 khéai niém: khong gian topo tuyén tinh.

1.1.2. Khéng gian t6p6 tuyén tinh
Dinh nghia 1.1.6. Cho X 1a mdt khong gian vécto trén truong K.

1) Mot topo 7 tren X duge goi 1a tuong thich véi ciu tric dai s6 clia X néu cac
(1) :XxX =X, _ ():KxX—oX
VA

déu 1a cac anh xa
(z,y) =z +y; (A, z) = Az,

anh xa
lién tuc.

2) Mot khong gian topo tuyén tinh hay khong gian vécto topo trén truong K
14 mot cap (X, 7), trong d6 X 1a mot khong gian vécto trén trusng K, con

7 1&4 mot t6po tuong thich véi cau trac dai s6 clia X.

Trong s6 cac khong gian topo tuyén tinh, 16p khong gian dic biét quan trong

14 khong gian topo tuyén tinh 16i dia phuong.

Dinh nghia 1.1.7. Mot khong gian topo tuyén tinh X duge goi 1a khong gian
topo tuyén tinh 101 djia phuong (va t6pd clia né 1a topo 161 dia phuong), néu trong
X ¢6 mot co sd lan can (ctia gbc) gom toan tap 16i. Hon vay, néu khong gian
topo tuyén tinh 16i dia phuong X dong thoi 1a khong gian Hausdorff thi X dugc
goi & khong gian t6po6 tuyén tinh 16i dia phuong Hausdorff.

Vi du 1.1.1. Khong gian dinh chuan, khong gian Hilbert 14 cac khong gian
topo tuyén tinh 16i dia phuong Hausdorff.
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Cho X 13 khong gian Hilbert, ching ta nhic lai mot s6 két qud sé dudc st
dung trong cac ching minh & chuong 4.

Meénh dé 1.1.1. (|39]). Ta c6 cic khing dinh sau:

i)l +yl* < lle* + 2(y, 2 +y), Vo,yeX.

i) Voit € 0,1, (1 =)z +tyl> = (1 = llz]* + tlyl* — 1 = t)t[la -
yl|?, vdi moiz,y € X.

V6i moi anh xa khong gian T trén X, anh xa F': X — X 1a L—Lipschitz lién
tuc va n— don dieu manh, dat 7' = Tx — tuF (Tx),z € H,t € [0, 1], ta co:
Ménh dé 1.1.2. ([53]) |T?x — T'y|| < (1 — X\7)||lz — |, vdi moi x,y € X,
p€ (0,2n/L%) vaT=1—+/1—pu2n—puL?) € (0,1).

Meénh dé 1.1.3. (Nguyén ly nita dong [23]). Cho D la tdap con loi, dong trong

khong gian Hilbert X. Gid s dnh xa T : D — D la dnh za khong giin. Néu T
c6 diém bat dong, thi I — T la nita déng; tic la, néu {xy} la day bat ki trong D

hoi tu yéu tdi x € D nao dé va day {(I — T)xy} hoi tu manh t6i y nao dé, thi
kéo theo (I —T)x =y.

1.2 No6n va anh xa da tri

Trong toan hoc va trong thuc té, ta gip nhiéu bai toan lién quan dén phép
tuong ting mot diém clta tap hdp nay v6i mot tap con cia tap hop kia. Mot
phép tuong tng nhu vay dude goi la anh xa da tri. Dé x4c dinh thi tu trong
khong gian v xét nhitng bai toan lién quan dén anh xa c6 gia tri 14 vécto hodc
anh xa da tri, nguoi ta dua ra khai niém nén. Tt d6, ta mé rong duge cac khai
niém da biét ciia khong gian s6 thuc hofic s6 phiic cho khong gian topo tuyén
tinh. Muc nay danh cho céc khai niém, tinh chét ctia nén, d4nh xa da tri va cac
khai niém c6 lien quan. Cac kién thic cia muc nay dude tham khao tir hai cuén
séch ctia GS. Nguyén Xuan Tan vd PGS. Nguyén B4 Minh ([1], [2]).

1.2.1. Nobn
Dinh nghia 1.2.1. Cho Y 13 khong gian tuyén tinh va C' C Y. Ta néi rang C
14 n6n ¢6 dinh tai goe (goi tat 1a nén) trong Y néu tc € C,Ve € C,t > 0.
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Néu Y 13 khong gian topo tuyén tinh, C' 13 nén trong Y, ta ki hiéu clC, intC,

convC' lan lugt 14 bao déng, phan trong, bao 10i cia nén C.

Dinh nghia 1.2.2. Cho X,Y la cic khong gian tuyén tinh. Anh za da tri C

X — 2V duoc goi la dnh za nén néu C(x) la nén trong Y véi moi v € X NdomC.
Ta thuong quan tam t6i cac loai nén sau:
1) Non C 1a nén loi ( nén déng) néu tap C la tap 16i (tap dong);

2) Ta ki hieu {(C') = C N (—C) la phan trong tuyén tinh ctia nén C. Nén C
duge goi 1a nén nhon néu [(C) = {0};

V6i nén C cho trude, ta c6 thé dinh nghia quan hé tht ty trong Y nhu sau:

i) Vo,y € Y,x =cynéuz —y € C, (c6 thé viét x = y néu khong s¢ nham 1an);
ii) Vo,y € Y, ki higuz = ynéuz —y € C\I(C);

iii) Vo,y € Y, ki higux == ynéuxr —y € intC.

Néu C' 1 nén 13i thi quan he thi ti trén 13 tuyén tinh va né 13 quan hé thit tu
ting phan trén Y. Hon nita, néu C 14 nén nhon thi quan hé trén c6 tinh chat

phan d6i xing, ¢6 nghia la néu x = y va x <y thi x = y.

Dinh nghia 1.2.3. Cho Y la khong gian tuyén tinh, Y* 14 khong gian topo doi
ngau clia Y, < &,y > la gid tri clia £ € Y* tai y € Y. Nén doi ngau C' va non
doi ngau chdt C'" ctia C' 1an lugt duge dinh nghia 1a:

C'={eY*|{& ) >0, véi moi c € C},
C"*t ={£eY*{¢,c) >0, v6imoi c € C\ I(C)}.

T quan hé thi tu sinh béi nén, ta cé thé dinh nghia duge diém hitu hicu
clia mot tap hop bat ki (xem [36]), cu thé nhu sau:

Dinh nghia 1.2.4. Cho Y la khong gian topo tuyén tinh véi thi tu sinh boi
nén C, A la tap con cua Y.
1) Diém = € A dudc goi 1a diém hiu hiu lyj tudng ctia tap A ddi véi nén C
néuy—x € C véi moi y € A.

Tap diém hitu hiéu Iy tudng ciia A ddi véi nén C ki hieu 1a IMin(A|C).
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2) Diém z € A dugc goi 1 diém hiu hiéu Pareto (cuc tiéu Pareto) clia tap A
déi véi nén O néu khong ton taiy € A,y £ v dé v —y € C\ 1(O).

Tap diém hitu hieu Pareto clia A d6i v6i nén C ki higu 13 PMin(A|C) hosc
don gian hon 1a Min(A|C).

3) Diém x € A duge goi 1a diém hitu hiéu yéu cla tap A d6i véi non C (trong
trudng hop intC' # 0 va C' # Y) néu z € Min(A4] (intC U {0}). Tic la x 1a
diém hitu hiéu Pareto clia tap A d6i v6i nén (intC U {0}).

Tap diém hitu higu yéu ciia A déi véi nén C ki hieu 1a WMin(A|C) hay
WMin(A).

4) Diém x € A duge goi 1a diém hiu hieu thuc su cia tap A dbi v6i nén C
néu ton tai nén 16i C' khac toan khong gian va chita C'\ I[(C) trong phan
trong ctia né sao cho z € PMin(A|C).

Tap diém httu hidu thyce sy ciia A d6i v6i nén C ki higu 1a PrMin(A|C).
T dinh nghia trén ta c6 IMin(A|C) C PrMin(A|C) € Min(A|C) € WMin(A|C).

1.2.2. Anh xa da tri
Cho hai tap hgp X, Y, D C X la tap con.
Pinh nghia 1.2.5. Anh xa F : D — Y bién méi diém z € D thanh mot tap
con F(x) cia Y, (F(x) c6 thé bing rdng), duge goi 1a dnh za da tri. Ta ki higu
2Y 1a ho céc tap con cia Y va F : D — 2Y 13 anh xa da tri tit tap D vio tap Y.
Néu v6i mdi x € X, F(x) chi gdom mot phan tt thi ' goi 1a 4nh xa don tri,
ta sit dung ki hieu quen thuoc F: X — Y.
Dinh nghia 1.2.6. Cho D C X, Ta goi mién zdc dinh va do thi cla anh xa
G : D — 2 tuong tng 13 céc tap hop
domG = {x € D| G(x) # 0},
Gr(G) ={(z,y) e DxY|ye Gx)}.

1) Anh xa G duge goi 1a dnh za déng (tuong ng, md), néu do thi Gr(G) cia
no 1a tap con déng (md) trong khong gian X x Y.
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2) Anh xa G duge goi la dnh za compic, néu bao déng clG(D) ciia G(D) la

mot tap compéac trong khong gian Y.

3) Anh xa G goi 1a ¢d nghich dnh mé, néu véi moi y € Y, tap G (y) = {z €
D |y e G(x)} 1a mo.
Néu G(x) 1a tap dong (compic) véi moi x € D thi ta n6i anh xa G ¢6 gid

tri déng (tuong ing, cé gid trj compic).
Tt dinh nghia ta thay,

i) G la anh xa dong khi va chi khi v6i moi day suy rong {x.} C D, {ya} C
Y, 2o — 2,90 € G(x4), ta c6 y € G(x).

ii) Khi X,Y la cic khong gian topo6 tuyén tinh va anh xa F : X — 2 ¢6 4nh
ngudc tai méi diém 1a tap md trong X thi 4nh xa bao 16i coF : X — 2V

clia n6, (coF)(x) = coF(x), cling ¢6 tinh chat nhu vay (xem [50]).

1.2.3. Tinh lién tuc ciia 4nh xa da tri

Cho X,Y 1a cic khong gian topo, D C X. Ta biét rang, anh xa don tri f tu
D vao Y duge goi 1a lién tuc tai diem x € X néu v6i moi tap mé V chia f(z)
déu ton tai tap mé U chiia x sao cho f(2') € V v6i moi ' € U N D. Déi vé6i anh
xa da tri, f(z) € V tuong tng véi hai khé nang: F(x) CV hoic F(x) NV = 0.
Tt dé c6 thé mé rong tit khai niém lien tuc déi véi anh xa don tri sang anh
xa da tri theo hai cAch khac nhau va ta ¢6 hai khai niém hoan toan khac nhau:
anh xa da tri nia lién tuc trén va nta lién tuc dudi. Hai khéai niém nay dugce
dua ra dau tién nam 1932 boi B.Bouligand va K.Kuratowski (theo Aubin va
Frankowska (1990)). Sau d6, Berge ([7]) da khéo sat kha ki vé van dé nay. Ta

nhic lai dinh nghia ctia Berge.
Pinh nghia 1.2.7. Cho tap con D C X, anh xa da tri F: D — 2¥.
1) F dugc goi la nia lien tuc trén (dudi) (viét gon la u.s.c (tuong tng, l.s.c))
tai € D néu mdi tap md V chia F(Z) (tuong ung, F(Z) NV # (), ton

tai lan can md U cia T sao cho F(z) C V (tuong tng, F(z) NV # () vé6i
moix e UND.
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2) F dugc goi 1a u.s.c (Ls.c) trén D néu n6 1a u.s.c (tuong ting, L.s.c) tai moi
diém x € D.

Céc vi du sau day chi ra ring hai khai niem anh xa da tri nita lién tuc trén,

nua lién tuc dudi 1a hoan toan khac nhau.
Vidu1.2.1.Liy X =Y =R, D = [—a,a], véi a € R,a > 0. Anh xa

F:D— 2% F(z) = {05, new s =0,
[—a,ad], néu x # 0.
1) F nia lién tuc dudi tai = 0. That vay, V' 1a tap md bat ki, VN F(0) # 0
(trong truong hop nay V chita 0 = F(0)). Khi d6, ro rang, 1ay mot 1an can
U cta diem x = 0, lay bat ki 2/ € U,2’ # 0 thi F(2') = [—a,a] NV # 0
(ching chita 0).

2) F khong nita lién tuc trén tai x = 0.
That vay, lay tap mé V = (=%, %), F(0) = {0} C V. Moi lan can U ctia 0,
lay bat ki 2’/ € U, 2’ # 0 thi F(2') = [—a,a] L V.

Vi du 1.2.2. Tuong ty ta ching minh duge rang anh xa

[ —a,al, néu x = 0,

H:D— 2% H(x)= )
{0}, néu x # 0,

nita lién tuc trén nhung khong nita lién tuc duéi tai z = 0.

Tiép theo, cho X va Y 1a cic khong topo tuyén tinh 161 dia phuong Hausdorff,
D C X,K CY. Cac ménh dé sau néu lén cic diéu kién can, dt dé anh xa da

tri la nita lién tuc trén, nita lién tuc dudi.

Meénh dé 1.2.1. ([47]) Gid thiét F - D — 2Y la dnh xa da trj véi gid tri compdc.
Khi dé F la nia lien tuc dudi tai x € D néu va chi néu vdi moi y € F(x) va
vdi moi diy {xs} trong D hoi tu téi z, ton tai diy {ya}, ya € F(x4) vdi moi a
V0 Yo — Y.

Meénh dé 1.2.2. ([54]) Anh za da tri F' c6 nghich dnh md thi niba lien tuc dudi.
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Didu ngugc lai khong dung, chang han trong vi du trén, anh xa F nta lien

tuc dudi nhung cac nghich anh {0}, [—a,0), (0, a] khong mé.

Meénh dé 1.2.3. (|6]) Néu F : D — 2K la dnh za da tri nia lien tuc trén vdi
gid tri dong thi F la dnh xa déng. Nguge lai néu F la dnh za déng va K la tap

compac, thi F' la anh za nia lién tuc trén.

Ménh dé sau day néu diéu kién can vh dia dé mot anh xa nén nita lien tuc
duéi.
Ménh dé 1.2.4. Gid st C : D — 2Y la dnh za non da tri. Khi dé cic diéu kién
sau la tuong duong:
1) C nia lién tuc dudi tai vo € domC;
2) Ton tai lan cin U ciia xg sao cho

C(z) C C(z),Vz € U.

Cho X va Y la cac khong gian topo tuyén tinh, cdc tap con khong réng
DCX KCY.

Dinh nghia 1.2.8. Cho FF : K x D x D — 2Y la mot dnh xa da tri va
C: K x D — 2¥ la 4nh xa nén da tri (véi mdi (y,z) € K x D,C(y,z) 1a mot
noén trong Y).

1) F duge goi la C-lién tuc trén (dudi) tai diém (i, Z,f) € dom F néu v6i moi

lan can V clia gbe trong Y, ton tai lan can U cta diém (7, Z,1) sao cho
F(y,z,t) C F(y,7,t) +V +C(7,7)

(tuong g, F'(y,7,1) C F(y,x,t) + V - C(9,7)),

v6i moi (y,z,t) € UNdomF.

2) Néu F dong thoi C-lien tuc trén va C-lién tuc duéi tai (7,7, 1), ta néi F 1a
C—lién tuc tai (g,z,1t).

3) Néu F la C-lién tuc trén, lién tuc dudi tai moi diém thudc domF, ta néi

Fla C-lién tuc trén, lién tuc dudi trén D.
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Nhan xét.

i) Néu 4nh xa né6n C = {0} trong Y (C(y,z) = 0,V(y,x) € K x D), ta nbi
rang F 1a lien tuc trén (dudi) thay vi {0}-lien tuc trén (dudi). Va, F 1a lien
tuc néu n6 dong thoi lien tuc trén va dudi. Néu them gia thiét F(y, 7, ) 1a
tap compéc thi phan 7) clia Dinh nghia 1.2.8 trung véi dinh nghia vé tinh

nita lién tuc trén va nua lién tuc dudi ciua Berge.

ii) Trong truong hgp F' la anh xa don tri, khai niém C-lién tuc trén va C-lién
tuc dudi 13 mot va ta néi F' 1a C-lién tuc. (Déac biet, néu F 1a C—lién tuc
tai (7,7,t) va' Y = R, C = R, (hodc, C(y,x) = R_), thi F ntta lien tuc
dudi (tuong tng, nia lién tuc trén) tai (7, 7, t) theo nghia thong thuong).

Vidu 1.2.3. Cho f: D — Y 13 mot anh xa don tri. C 1a 4nh xa nén hang (gia
tri tai moi diém déu bing nhau) trong Y. Khi 4y anh xa da tri F(x) = f(x) +C

vita 1a C-lién tuc trén, vira 1 C-lién tuc dudi tai nhitng diém ma f lién tuc.

Trong [33|, N.X. Tan v& Lin, L.J. d& dua ra cc diéu kién can va dit dé mot anh

xa la C-lién tuc trén (dudi).

1.2.4. Tinh 16i ctia 4nh xa da tri

Trong muc nay, chiing ta gid thiét X,Y 1 cac khong gian tuyén tinh, D 1a
tap con 161 trong X. Véi cac anh xa don tri, ta da biét dén cac khai niém ham
161, ham tira 161, ham vécto 101, gibng tia 161 theo nén. Cac khai niem nay duge

mad rong tuong ting trong truong hgp anh xa da tri.
Dinh nghia 1.2.9. Cho F : D — 2¥ 1a 4nh xa da tri va C 13 nén trong Y.

1) Anh xa F dugce goi 1a C-16i tren (dudi) trén D néu véi moi x1, 19 € D, a €
0,1], ta c6 aF(x1) + (1 — a)F(z2) C F(az; + (1 — a)xg) + C
(tuong tng, F(ary + (1 — a)zs) C aF(x1) + (1 — a)F(x2) — C).

2) Anh xa F dudc goi 1a C-gidng tua 1oi trén (dudi) trén D néu v6i moi
x1, x9 € D, a € [0, 1],
F(x1) C Flaz; + (1 — a)zy) + C
hodc, F(z2) C F(axz; + (1 — a)xs) + C,
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(tuong ung, F(az, + (1 — a)zy) C F(zy) — C
hodc, F(ax; + (1 — a)xs) C F(xg) — C).

Nhan xét. Ta dé thay ring:

i) Trong truong hgp F' 1a anh xa don tri, khai niem C-16i trén (duéi) (hodc,
C-gidng tua 161 trén (dudi)) 13 nhu nhau va ta néi F' 1a C-16i (hodc, C-gidng
tua 101).

ii) Trong truong hgp Y = R, C' = R, va F 1a 4nh xa don tri, néu F 13 anh xa
C-gidng tia 161 don tri thi F' 13 ham tya 101

Céc khai niem anh xa C-16i trén (dudi) hay C-giong tya 16i trén (dudi) 1a sy
tdng quat cac khai niem tuong tng déi véi 4nh xa don tri. C6 thé thiy ring,
dnh xa C-10i trén (dudi) khong phai 14 anh xa C-giong tya 161 trén (dudi) va

ngudgc lai.

Vidu 1.2.4. ([22]) Xét céc dnh xa F, G : R — R2 v6i F(z) = (23,2) va G(z) =
(z,1— ). V6i n6n C' = RZ, ta dé dang chi ra dugc rang, F 1a anh xa C'—gidng
tya 16i nhung khong 14 C-16i va 4nh xa G 14 C'— 16i nhung khong 13 C— gidng

tua 101.

Dinh nghia 1.2.10. Cho D la tap 16i trong X, F': D x D — 2¥ 13 anh xa da

tri vi C : D — 2Y 1 anh xa noén.

1) F dugc goi 1a C-loi trén (dudi) theo duong chéo d6i v6i bién thit hai
neu vél moi tap hu’u han {z1,29,....,x,} C D,z € co{xy, 29, ....,xp},x =

Zajx],oz] >0, Zaj—l ta co
7j=1 7j=1

ZajF(w, z;) C F(z,z) +C(z)

j=1

( tuong ting, F(x,z) C ZajF(a;,xj) -0C).

2) F dugc goi la C-giong tua loi trén (dudi) theo duong chéo d6i v6i bién thit

hai néu véi moi tap httu han {z1, 22, ..., 2.} C D,z € co{x1, 22, ..., Tn}, T =
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n n

S ajri,a; >0, a; =1, t0n taichisd j € {1,2,...,n} sao cho F(x,z;) C

jF(lx,:z:) +C(x), (Jtlrldng tng, F(z,x) C F(x,z;) —C(x)).
Vi du 1.2.5. Cho D la tap hdp con trong khong gian topo tuyén tinh 181 dia
phuong X véi d6i ngdu X*, T : D — X* 13 anh xa don tri. Ta dé dang chi ra
rang, anh xa don tri F: D x D — R, F(x,t) = (T(z),z — t), z,t € D, la R,-
101 trén (dudi) theo duong chéo va ciing 1a R — giong tua 10i trén (dudi) theo
duong chéo dbi v6i bién thit hai.

Dinh nghia 1.2.11. Chocacanh xadatri F: KxDxD —2Y, Q: DxD —
2K Cho C: K x D — 2" 13 anh xa nén da tri. Ta goi

1) Fla (Q,C)-giong tua loi trén theo duong chéo ddi véi bién thi ba néu véi
bat ki tap hitu han {z1,2s,...,7,} C D,z € co{x1,xa,..., 2}, tOn tai chi
$6 j € {1,2,...,n} sao cho F(y,z,z;) C F(y,z,x) + C(y,z), véi moi y €
Q(x, z;).

2) Fla (Q,C)-giong tua 10 dudi theo duong chéo dbdi v6i bién thid ba néu véi
bat ki tap hitu han {z1,2,2....,2,} C D,z € co{z1,x2,...,T,} tOn tai chi
s6 j € {1,2,...,n} sao cho F(y,z,2) C F(y,z,z;) — C(y,z), v6i moi y €
Q(z, z;).

Cho X 1a khong gian 161 dia phuong Hausdorff, X, Z 1a cac khong gian topo
tuyén tinh. Cac tap con khong rdng D C X, K C Z. Trong cic phan tiép theo,
ta sé stt dung nhiéu lan khai niem anh xa KKM va cidc md rong clia né, cu thé

ta c6 cac dinh nghia sau:

Dinh nghia 1.2.12. Anh xa G : D — 2P duge goi 1a dnh za KKM néu
véi moi tap con hitu han {t1,to,....t,} C D va z € co{ty,ts,....t,}, tOn tai
t; € {t1,ta,...,tn} sao cho x € F(t;).

Dinh nghia 1.2.13. 1) Cho F: K x D x D — 2% Q : D x D — 2K 13 céc
4nh xa da tri. Ta néi ring anh xa F 13 Q- KKM néu v6i moi tap hitu han
{t1,t2,....,tn} C Dvax € co{ty,ta, ...ty }, tOn tai t; € {t1,1a,...,1,} sao cho
0 € F(y,z,t;), v6i moi y € Q(z,t,);
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2) Cho R la mot quan hé hai ngoi trén K x D. Ta néi quan hé R 1a quan hé
déng néu véi moi day suy rong (ya, To) hoi tu t61 (y,2) vd R(ya, Ta) Xay

ra v6i moi a thi R(y, z) x4y ra;

3) Cho R la mot quan hé ba ngoi tréen K x D x D. Ta néi R 1a quan hé Q-
KKM néu v6i moi tap hitu han {t1,ts,....,t,} C D va x € co{ty,ta, ..., tn},
ton tal t; € {t1,ta, ..., t,} sao cho R(y,x,t;) x4y ra, véi moi y € Q(x,t;).

Nhan xét.
i) Néu F' la anh xa Q-KKM thi 0 € F(y,z,z) véi moi y € Q(z, ).
ii) Ta dinh nghia anh xa G : D — 27,
G(t) ={x € D|0 € F(y,z,t) v6i moi y € Q(z,1)}.
Khi d6 F 1a anh xa Q-KKM néu va chi néu G 13 4nh xa KKM.

Vi du 1.2.6. Cho D la tap hop con trong khong gian topo tuyén tinh 16i dia
phuong X vé6i d6i ngdu X*, K 13 tap con ciia khong gian topo tuyén tinh 16i
dia phuong Z,Q) : D x D — K tuy 3. T : K x D — X* la anh xa don tri.
Ta dé dang chi ra rdng, anh xa don tri F : K x D x D — R, F(y,z,t) =
(T(y,z),x —t), x,t € D,y € K, 13 Q-KKM. Hon vay, néu ta dinh nghia quan
he ba ngoi R(y,x,t) néu va chi néu 0 € F(y,x,t). Ta chiing minh dugc ring R
la quan hée Q-KKM.

1.2.5. Mot sb dinh Iy diém bat dong

Nam 1912, Brouwer da chitng minh réing, moi 4nh xa lién tuc tir mot hinh
cau don vi dong trong R” vao chinh né c6 diéem bat dong. Nam 1922, Banach
da ching minh Nguyén 1y anh xa co chi ra su ton tai diém bat dong ctia anh
xa co. Hon nita, ong con xay dung dude day lap hoi tu téi diém bat dong do.
Nam 1941, Kakutani, nha toan hoc Nhat Ban, da dua ra két qua vé diém bat
dong clia 4nh xa da tri nita lién tuc trén trong khong gian hitu han chiéu. Sau
do, nam 1952, Ky Fan da md rong két qué trén trong khong gian 161 dia phuong
Hausdorff. Trong chiing minh ctia cic két qua trong cac chuong tiép theo, ta sit

dung cac dinh ly sau.
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Dinh 1y 1.2.1. (Dinh Iy diém bat dong Ky Fan [18]) Cho D la mot tap con loi,
compdc trong khong gian 107 dia phuong Hausdorff X, dnh za F : D — 2P nia

lien tuc trén vdi gid tri khong rong, loi, déng. Khi dé F c6 diém bat dong.

Dinh 1y 1.2.2. (B6 dé Fan-KKM [19]) Gid s D la tdap con khong rong cia
khong gian topo tuyén tinh X, F : D — 2% la dnh xa KKM vdi gid tri dong.
Néu ton tai o € D sao cho F(xq) la tap compdc trong X thi

N F(x) #0.

zeD

Dinh 1y 1.2.3. (Dinh 1y diém bat dong Fan-Browder [11]) Cho D la tdp con
khong rong loi compdc cia khong gian 1oi dia phuong Hausdorff X va F : D —

2D 1o anh xa da tri théa man cic diéu kién sau day:
i) Véix € D, F(x) la tap khong rong va loi trong D;
i) Voiy € D, F~1(y) la tap md trong D.
Khi dé, ton tai T € D sao cho T € F(Z).
Sau day la mot dang tuong duong ctia Dinh 1y Fan-Browder.

Dinh ly 1.2.4. (|54]) Cho D la tap con khong rong loi compdc cia khong gian
loi dia phuong Hausdorff X va F : D — 2P la dnh za da tri théa man cic diéu

kién sau day:
i) Véix € D,x & F(x) va F(x) la tap loi;
i) Voiy e D, F~1(y) la tap md trong D.
Khi dé, ton tai & € D sao cho F(z) = ().

Dinh 1y 1.2.5. ([46]) Cho D, K tuong ting la tdp con 1oi compdc khong rong
trong khong gian topo tuyén tinh loi dia phuong Hausdorff X,Y . Cho cdc dnh
taS:DxK —=2P H:Dx K — 25K M : D — 2P, Gid thiét cic diéu kién sau

théa man:

i) S la dnh za da tri véi gid tri 101 khong rong va cé cdc nghich dnh md;
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i) H la dnh za nia lien tuc trén vdi gid tri 101 déng khong rong va tdp A =

{(z,y) | v € S(z,y),y € H(z,y)} la tap déng;
iii) M c6 nghich dnh md va vdi moi x € D,x & coM (x).

Khi do, ton tai (7,9) € DxK vdiz € S(7,%),y € H(z,y) va S(z,y)NM(z) = 0.



Chuong 2
BAI TOAN TUA CAN BANG
TONG QUAT

Trong chuong nay, ta sé gidi thidu cac bai toan tya can bing téng quat lien
quan t6i cac anh xa da tri. Sau d6, ta sé tim nhitng didu kien di dé cac bai toan
nay c6 nghiém. Ta sé chi ra rang, phan 16n cic bai toan trong ly thuyét t6i wu
da tri nhu cic bai toan tdi wu vécto da tri, bao ham thitc bién phan da tri, cac
bai toan tita can bing da tri loai 1 va loai 2, déu cé thé dua dude vé mot trong
cac dang clia cac bai todn tya can bing téng quat. Nhu vay, cac bai toan tya
can bing tong quat dudi day sé cho ta cach nhin cac bai todn trong 1y thuyét
t61 wu vécto mot cach nhat quan. T két qua vé sy ton tai nghiém cho cac loai
bai toan nay sé cho ta nhitng két qui mdi cho cac bai toan lién quan trong ly

thuyét t61 uu vécto da tri.
2.1 Dit bai toan

Cho X, Z va Y Ia cac khong gian topo tuyén tinh 16i dia phuong Hausdorff,
D C X,K C Z la cac tap con khong réng. Cho cac anh xa S : D x K —
2PT  DxK =28 P D =5 2° P, D = 2P Q : K x D — 2K v
Fil:KxDxDxD—=2" F:KxDxD —2Y, taxét cac bai toan sau:

1. Tim (z,y) € D x K sao cho

1) ze5(z,y), y€T(z,9),
2) 0€ Fi(y,z,z,2) v6imoi z € S(z,7).

Bai toan nay duge goi 1a bai todn tua can bing tong qudt loai 1.

2. Tim z € D sao cho

1) z € P(z),
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2) 0€ F(y,z,t)v6i moit € Po(Z) vay € Q(z,1).

Bai toan nay dugc goi 1a bai todn tua can bing tong qudt loai 2.
3. Tim (z,7y) € D x K sao cho

1) z € S(z,y), y€T(z,9),
2) 0€ Fi(y,z,z,2) v6imoi z € S(,7),
3) 0 € F(y,z,t) v6i moit € Po(z) va y € Q(z,1).

Bai toan nay dugde goi 1y bai todn tua cin bing tong qudt hon hop.

Trong cac bai toan trén, ta goi cac anh xa S, T, P, P, va () 1a cac rang budc,
Fy va F duge goi la cac anh xa muc tiéu, ching c6 thé 1a cac dang thitc, bat
ding thic, cadc bao ham thiic, bat bao ham thic, tuong giao clia cac anh xa da
tri, hodic cic quan hé trong cac khong gian tich. Cac bai toan tita can bang tong
quat loai 1 va loai hdn hop da duge nghién citu chi tiét trong luan an ctia TS
Truong Thi Thity Duong. Trong chuong nay, chting t6i chii yéu nghién citu s
ton tai nghiém ctlia bai toan tua can bing téng quat loai 2. Cac vi du dudi day

cho thay sy md rong clia bai toan trén ddi véi cac bai toan téi wu da tri da biét.
2.2 Cac bai toan lién quan

Duéi day ta chi ra rang nhiéu bai toan trong ly thuyét t6i wu c6 lien quan

mat thiét t6i cac loai bai toan nay.

1. Bai toan tua can bang vé huéng

Cho D, K, P;,i = 1,2,Q nhu trén, R(R,) la khong gian cac s6 thyc (s6 thuyc
khong am) va @ : K x D x D — R 14 ham s6 théa man ®(y,z,z) = 0, véi moi
y € K,x € D. Bai toan tya can bing tong quat loai 2 duge phat bicu: Tim
T € D sao cho = € P(%) va

0€ d(y,z,t) — Ry véimoi t € Po(z) vay e Q(z,t).

D6 chinh 1a bai toan tya can biang da quen biét: Tim Z € D sao cho T € Py(T)
va

O(y,z,t) > 0 véimoi te€ P(Z) va y € Q(z,t).
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Bai toan nay da duge nghién ctu béi nhiéu tac gid (xem [20], [25], [38], [45] va

nhiéu tai ligu khac).

2. Bai toan bat ding thiic tuva bién phan Minty

Cho (.,.) : X x Z — R 1a ham song tuyén tinh. Bai toan tya bién phan Minty
duge phéat bidu: Tim 7 € D sao cho T € Py(7) va (y,t — %) > 0 véimoi t €
Py(z) va y e Q(z,t). bat F(y,z,t) = (y,t — x) — R, bai toan trén tré thanh
bai todn tita can bing tong quat loai 2: Timz € D dé 0 € F(y,z,t) v6i moi t €
Py(z) va ye Q(z,t).

3. Bai toan bao ham thic tya bién phan ly tuéng loai 2

Cho D, K,Y, P,,i = 1,2, va Q nhu phan dau chuong. Anh xanén C : K xD —»
2Y cac anh xa da tri G va H tt K x D x D vao Y. Bai toadn : Tim T € D sao
cho & € P(z) va

G(y,z,t) C H(y,z,z) + C(y,z) v6i moi t € Py(T) va y € Q(z,t),

(Gly,z,t)N(H(y,z,z) +C(y, 7)) # 0 véimoi t € Po(Z) va y € Q(z,1)),
dugce goi 1a bai toan bao ham thitc tira bién phan 1y tudng trén (tuong tng, dudi)
loai 2 va duge nghién citu trong cac cong trinh [38], [40], [41].

Ta dinh nghia cac anh xa M : K x D = 2X F: K x D x D — 2V,

M(y,z) ={teD|G(y,zt) C H(y,z,2)+C(y,2)}, (y,x) € K x D
va F(y,z,t) =t— M(y,z), (y,x,t) € K x D x D.
Khi dé, bai toan tua can bing tong quat loai 2 c6 thé phat bicu: Tim z € D sao

choz € P(z) va 0 € F(y,Z,t) véi moi t € P(T) va y € Q(Z,1).

Diéu nay ciing ¢6 nghia 13
G(y,z,t) C H(y,z,z) + C(y, =) v6i moi t € Po(Z) va y € Q(z,1).

D6 chinh 13 bai todn bao ham thitc tya bién phan Minty da dugce nghién ciu
trong [38], [40], [41] v& nhiéu tai lieu khac. Tuong tu, ta cing lam cho bai toan
bao ham thitc tya bién phan 1y tudng dudi loai 2.
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4. Bai toan tua can bang 1y tudng loai 2
Cho D, K,Y, P,,i = 1,2, va Q nhu phan dau chuong. Anh xanén C : K xD —
2Y cac d4nh xa da tri G : K x D x D — 2Y. Bai toan : Tim Z € D sao cho

T € P () va
G(y,z,t) CC(y,z) véi moi ¢ € Po(z) va y € Q(z,1),

(G(y,z,t) NC(y, 7)) # 0 véi moi t € Po(7) va y € Q(,1)).
duge goi 1a bai toan tua can bang 1y tudng trén (tuong ting, dudi) loai 2 va duge
nghién citu trong céc cong trinh [38], [40], [41]. Giéng nhu bai todn bao ham
thitc tira bién phan loai 2, bai toan nay ciing 1a truong hgp riéng clia bai toan

tira can bang téng quat.

5. Bai toan twa quan hé bién phan téng quat loai 2
Cho D, K, P;;i = 1,2,Q nhu trén. Cho R(y,x,t) la mot quan hé gita y €
K,z € Dvate D. Bai toan: Tim Z € D sao cho € Py(%) va

R(y, T, t) xay ra v6i moi ¢ € Po(Z) va y € Q(T,1),

duge goi 1a bai toan quan hé tiya bién phan, duge gidi thieu va nghien citu dau
tien trong |38].
Ta dinh nghia anh xa M : K x D = 2%, F: K x D x D — 2Y,
M(y,z) ={t € D| R(y,z,t) xay ra}
va Fy,z,t) =t — M(y,x), (y,z,t) € K x D x D

Bai toan tua can biang tong quat loai 2: Tim Z € D sao cho 7 € Pi(z) va
0€ F(y,z,t)véimoi t € Po(Z) va y € Q(Z,1),

hay t € M(y,z)v6imoi t € Po(z) va y € Q(z,t). Day chinh 1a bai toan tua
quan hé bién phan da phat biéu 3 trén. Ngoai ra, bai toan tua can bing téng
quét loai 2 ciing c6 thé dua vé bai todn tua quan hé bién phan tong quét loai 2

bang cach dit quan hé R,

R(y,z,t) xay ra khi 0 € F(y,x,t), (y,z,t) € K x D x D.
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Nhu vay hai bai toan nay tuong duong.

6. Bao ham thic vi phan

Cla,b] va Ca, b] 1an lugt 14 khong gian cdc ham lién tuc va kha vi lién tuc
tren doan [a,b], D C C'a,b] khong rdng. Cho Py, P, nhu trén. Cho Q # () va
U:DxD — 2913 4nh xa datri. Tap K = QxR vaanh xa Q : Dx D — 2K xac
dinh bdi Q(x,t) = U(z,t) x [a,b]. Cho anh xa da tri G : K x D x D — 2¢e8],

Bai toan tim z € D sao cho = € Pi(Z) va
T'(t) € Gy, &, 7, t)véi moi t € Po(z) va (y,€) € Q(z,1),

duge goi la bai toan bao ham thitc vi phan va da duge nghién cttu trong tai liéu
[21]. Ta dat F(y,&, z,t) = 2'(t) — G(y, &, x,t) véi 2’ 1a dao ham cla z. Bai toédn
trén tré thanh: Tim Z € D sao cho = € Py(7) va
0€ F(y,&,2,t) véi moi t € Po(z) va (y,€) € Q(T,1).

7. Bai toan diéu khién tbi wu

Cho Q 13 mién md, gi6i noi trong R”, n > 2, v6i bién ' thude 16p Ct. Ta xét
bai toan: Tim ham diéu khién u € LP(Q),1 < p < 400 vA trang thai tuong ting
y € WH(Q) lam cyc tiéu ham muc tiéu

J(y,u) = /L(a:,y(a:),u(:c))d:t: (2.1)

Q

véi cac phuong trinh trang thai

— 3" D;((ay(x)) Diy) + h(z,y) = u trong @y =0 tren I (2.2)
i,j=1

va v61 mot trong cac rang budc sau:
1). Loai 1: Rang budc hon hop

gi (x,y(x),u(z)) <0, hkn, z€Qi=12 ..n; (2.3)

2). Loai 2: Rang buoc thudan nhit

g(z,y(x)) <0 v6i moi z € Q,
uw(z) € U, hkn, z € Q;
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3). Loai 3: Rang budc thuan nhdt va hon hop

g(z,y(z)) <0 v6i moi x € Q,
filz,y(x),u(r)) <0, hkn, x €Qi=1,...n.

(2.5)

Ta dinh nghia dnh xa K(y,u) = Ay + h(.,y) —u, Gi(y,u) = ¢i(.,y,u). Khi

gi(.,y,u) € C(Q), ta c6 thé dinh nghia anh xa
Giy, u) = maxgi(w, y(x), u(z)).
Bai toan (2.1)-(2.3) qui vé bai toan

minJ(y, u),

v6i rang bude K(y,u) =0 va ¢;(y,u) < 0,i = 1,n.
Ta dit

F(:l/,U,Z,UJ) = J(y,u)—J(z,w)—i—R+,

Gy, u,z,w) = (K(y,u), ﬁlcpi@,u)—&).

Bai toan trén tuong duong véi bai toan: Tim (7,7) € Wy (Q) x LP(Q) sao cho

0€ F(:g?ﬂ?Zaw) X (K(y,U>, ﬁ q)z(y, U) —R+> .
=1

Thc la
J(@,a) < J(z,w) véi moi (z,w) € Wy (Q) x LP(Q);
K(g,u) = 0,
Oi(g,0) < 0,i=1,2,..,m.

Bai toan nay da dugc tac gid Bui Trong Kién nghién ciu trong [28].

8. Bai toan tua can bing Nash trong trd choi chién luge khong hop

tac

Cho X;,i € 1,Y 1a cac khong gian topo tuyén tinh 16i dia phuong Hausdorff.

I 13 tap chi s6 hitu han (dugce goi 13 tap cac ngudi choi). C' C Y 13 noén 161, déng,
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nhon. Véi mdi i € I, cho D; C X; 1a tap khong rong (duge goi 1a tap chién lugc
clia ngudi choi thi ). Dit

D=1 D;.
=1

V6i mdii € I, anh xadatri S7 : D — 2P j = 1,213 anh xa rang budc clia ngudi
choi thit . Ham f; : D — Y dudc goi la ham thua thiét ciia ngusi choi thit .
Ham nay phu thudc vao chién luge clia tat cd cac ngudi choi, véi x = (2;)ier € D,
ta ki hieu «* = (2;)jen i}-

Diém Z = (7;)ic; dudc goi la diém can bing Pareto cia mo hinh tro choi

Nash (D;, fi, S}, 5%)ier néu véi moi i € I ta c6 7; € S}HZ) va

Tadait G:DxD—=Y,M:D—2P F:Dx D —2Y,

n

G(z,t) = Z (fi (2" t:) — fi(2)),
M(z) = {t € D | G(x,1) & — (C\{O})} v& F(z,1) = t — M(), (t,z) € D x D.
Néu ton tai z, véi
ze S\ (z)= 'f:”il SYz) va 0 € F(z,t)véi moi t; € S2(z),4 € I,

thi ta co
T € 5H(2),i=1,2,...,nva G(T,t) ¢ — (C\{0}) véi moiy; € S*(z),i¢€I.
T do, ta suy ra

T € S}H(z)véimoii=1,2,..,n,
n

> (i@ t) — fiz) ¢ — (C\{0}).

=1

Lan lugt thay ¢ = (7,4;) € S%(z) = 11 S2(z),i = 1,2, ...,n, ta suy ra
=1

fi@ i) ¢ fi(z) = (C\{0}) véi moi t; € S7(2),
tic 14 Z = (Z;)ies 1 diém can bing Pareto cia mo hinh tro choi Nash. Mo hinh
can bang kinh té Pareto nay da duge Nguyén Xuan Tan va Phan Nhat Tinh mé
rong trong bai bao [49] tit mo6 hinh tro choi khong hop téc ctia J. Nash [43].
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2.3 Su ton tai nghiém ctia bai toan tuwa can bing tdng quat loai 2

Trong muc nay ta dua ra mot s6 dieu kién da cho sit ton tai nghiém ciia bai
toan tuta can bing tdng quét loai 2. T két qua duéi day ta ciing thu dude cac

két qué cho cic bai toan lien quan.

Dinh ly 2.3.1. Cdc diéu kién sau la di dé bai todn twa cin bing tong quat loai

2 ¢6 nghiém:
i) D la tap con khong rong 10i compic;

ii) Anh za da tri Py : D — 2P ¢6 tap diém bat dong Dy = {x € D| x € Py(v)}
déng, khong rong trong D;

iii) Anh za da tri Py - D — 2P ¢6 Py(x) # 0, Py Y(z) mé va bao 16i coPy(x)
chita trong Py(x) vdi moi x € D;

i) Véi moit € D cb dinh, tap
B={ze€D|0¢ F(y,x,t) vdiy € Q(x,t) nao dé}
la md trong D;
v) F: K x D xD—2Y la dnh xa da tri Q-KKM.
Chiing minh. Ta dinh nghia dnh xa da tri M : D — 2P,
M(z)={te D| 0¢ F(y,z,t) véiy € Q(x,t) nao doé }.
Ta thay ring néu ¢6 T € D,z € Py(Z), md M(Z) N Py(z) = 0, thi
0€ F(y,z,t) véimoi t € Py(Z)vay € Q(T,1),

khi d6 dinh 1y duge chiing minh. Sau day ta sé ching té rang ton tai mot diém z
nhu vay bang phuong phap phén ching. Ta gid st nguge lai, véi moi z € Py(x),
déu suy ra rang M(z) N Py(z) # 0, tit d6 ta cing ¢6 coM(x) N coPy(x) #
0, Py(z) # (0. Ta dinh nghia anh xa da tri H : D — 2P véi

H(x) coM (z) N coPy(x), néu z € P(x),
€Tr) =
coPs(x), trong cac truong hop con lai.
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Ta s& chiing t& H thdéa man gid thiét ctia Dinh 1y 1.2.4. That vay, do H(x) # ()

v6i moi x € D nén D =, H *(z). Hon nia,

H_l(:c) = ((COM>_1<$) N (COPQ)_I(I')) U ((P{l(x) N(D\ Do)) ,

v6i Dy = {z € D :x € Pi(x)} 1a tap con déng trong D. Vi vay, H !(x) Ia tap
mad trong D véi moi x € D.
Ngoai ra, néu ton tai diém z € D sao cho z € H(z) = coM (z) NcoPy(Z), thi
n

n

ta c6 thé tim dugc ty,to,....t, € M(Z) dé = ajt;, o > 0, a; = 1. Tit dinh
nghia clia M, ta ¢6 0 ¢ F(y,z,t;) v6iy € Q(I,lti)nao dé, véi 1'1: 1,2,....n.

Mat khac, tir gid thiét F' 14 anh xa Q—KKM, ton tai chi s6 j € {1,2,...,n},
sao cho 0 € F(y,x,t;) v6i moi y € Q(z,t;), va ta ¢6 mau thuan. Nhu vay, véi
moi x € D,z ¢ H(z).

Tu day, ap dung Dinh 1§ 1.2.4, ta tim dugc T € D sao cho H(Z) = ). Néu
¢ Pi(z), thi H(Z) = coPy(z) = (), diéu nay khong xay ra. Nghia 13, ta c6
€ P(T) va H(Z) = coM(Z) N coPy(z) = (). Tt mau thudn nay, dinh ly dugc

&I

I

chiing minh. O

Vi du. Xét bai toan tua can bing tong quat loai 2 véi X =Y = Z la cac khong
gian thuc véi céc tap con D = K = [0,1], P (x) = Q (,t) = [0, 1], 4nh xa da
tri F: K x D x D —2Y véi

0, 1], khit > =,

[x, 1], khit <x.

F(y,:r,t){

Ta thay, cac diéu kién (trong Dinh 1y 2.3.1) dat len cac khong gian va anh xa
déu duge théa man. Bai toan c¢6 nghiém duy nhat. Gidm nhe diéu kién cho 4nh

xa Py, bai toan trén van c6 nghiém. Ta c¢é dinh ly sau.
Dinh 1y 2.3.2. Néu ta c6 cic diéu kién:
i) D la tap con khong rong loi compdc;
ii) Anh za Py : D — 2P la dnh za déng va cé tap diém bat dong Dy khdc rong;

iii) Anh xa Py nia lien tuc dudi véi gid tri khong rong va véi méi z € D, Pi(x)
chita coPy(x);
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i) Véi moit € D co dinh, tap hop

B={xz€D|0¢ F(y,z,t) vdiy € Q(z,t) nao dé6} md trong D;

v) F: KxDxD—2Y la dnh va Q- KKM,
thi bai todn tua can bing tong qudt loai 2 c6 nghiém.

Chatng minh. Goi U 1a co sd l1an can 16i déng ctia goc trong khong gian X. Véi
moi U € U, ta dinh nghia cac anh xa da tri Py, Poy : D — 2P x4c dinh béi

Py(z) = (Pi(x)+U)ND,i=1,2,x € D.

Ta chitng minh PQ_Ul (t) mS véi moi t € D. That vay, lay tuy 7 = € PQ_Ul(t), suy
rat € Poyy(x) C Pi(z) + U. T d6, ton tai z € Pa(z),u € U sao cho z =t + u,
ta suy ra x € Py '(2). Do Py *(2) mé nén ton tai lan can U, cla z, U, C Py '(2)
va z € Py(Uy,) hay z +u € Po(2)) + U, V2’ € U, hay t = z+u € Pyy(a'). T do,
x' € Py} (t), v6i moi o' € U, hay Py (t) md.

Ta thay tap Doy = Fix(Pyy) khic rdng (do ton tai x € Do nén z € Py(x) C
(Pi(x) + U) N D = Pi(e)). Gid sit rhng (v a) — (1,2), 4o € Pus(ta) C
(Pi(z4) +U). Do D compact, ta ¢ thé gid st po, € P(24), Ua € U, Do — D, Ue —
Uy Yo = P + Uq, b0 d6, y = p+ u. Tinh déng ctia Py suy ra x € Pi(z), U 1a tap
déng nén v € U. T d6 y € Pyy(x), hay Py la anh xa déng, suy ra Doy la tap
dong.

Ngoai ra, bao 16i coPyy(z) C coPy(x) 4+ coU = Py(z) + U = Pyy(x), véi moi
x € D. Vivay, Py, Py, Q va F thoa man tat ci cac diéu kién ctia Dinh 1y 2.3.1,

cho nén tdn tai zy € D dé 7y € Py (Zy) va
0 € F(y,zy,t) v6i moi t € Py (Zy) va y € Q(Ty,t).
Dt anh xa M : D — 2P,
M(z) ={t € D|0 € F(y,z,t) véi y € Q(z,t) ndo db6}.

Khi d6
M~ (t)={t € D|0 & F(y,x,t) véi y € Q(x,t) nao d6}
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la tap md trong D véi moi t € D. Cung véi P2_U1(t) md trong D v6i moi t € D, ta
¢6 anh xa M N Pyy ¢6 nghich anh mé do d6 nia lién tuc dudi. T do, ta ching
minh tap My = Doy N{x € D : M(xz) N Pyy(x) = 0} dong trong D. That vay,
gld st x4 € My, M(z4) N Poy(z4) = 0,24 — 2. Néu M (z) N Pyy(x) = 0, ton tai
t € M(z)N Py(x), Vi 1alan can clia t sao cho VN H(x) # (. Tit do, ton tai ap,
sao cho (M(z4) N Poy(x4)) NVy # 0, suy ra (M (24) N Poy(x4)) # (), mau thuln.
Nhu vay, {My}uey 1d ho gidm dan cac tap con khong rdng compact nén
chiing c6 diém chung duy nhat £ € D. Ta c¢6, T € Dyy, véi moi U € U va
0€ F(y,z,t) v6i moi t € Py(Z),y € Q(z,1).
Mit khéac, tit & € Doy v6i moi U € U suy ra T € Py(z) + U véi moi U € U.
Gia
Pi(

st T =py +u,py € Pi(Z),u € U. Khi U that dan, py — p,p € Pi(z) do
7) la tap dong, u — 0, tit d6 T = p € Pi(T). ]

Hé qua 2.3.1. Gid si cic dieu kién sau dude théa man:
i) D la cac tap khong rong, 10i va compic;
i) P la dnh xa da tri lién tuc vdi gid tri khong rong loi dong;

wi) Voit € D, tap B ={x € D|0 ¢ F(y,z,t) vdiy € Q(z,t) nao dé} md
trong D;

iw) F: KxDxD-—2Y la dnh va da tri Q-KKM.
Khi dé, bai todn twa cin bang tong qudt logi 2 vdi P, = Py = P ¢6 nghiém.
Chitng minh. He qua dude suy ra trie tiép tit Dinh 1y 2.3.1 vA Dinh 1y 2.3.2 véi
P=P =P, O
Trong muc tiép theo, ta ap dung céc dinh 1y trén dé dua ra sy ton tai nghiem
ctia mot s6 bai toan quen biét trong ly thuyét t6i uu.

2.4 Su ton tai nghiém ciia cac bai toan lién quan

2.4.1. Bai toan twa quan hé bién phan
T Dinh 1§ 2.3.1, ta suy ra két qua ton tai nghiém cho bai toan tira quan hé
bién phan, bai toan nay da duge nghién cttu bsi Dinh Thé Luc ([37]).
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Hé qua 2.4.1. Cho D, K, Py, P> nhu trong Dinh ly 2.3.1, anh za Q(.,t) nia
lien tuc dudi véi moit € D. Cho R la mot quan hé gitta cdc phan tiy € K, x €
D.t e D. Gid su:

i) Véit € D, quan hé R(.,.,t) giita cdc phan tiy € K,x € D la quan hé
dong;

ii) R la quan he Q- KKM.
Khi dé, ton tai T € D sao cho T € Pi(T) va
R(y,,t) xay ra vdi moi t € Po(Z) vay € Q(ZT,1).
Chiing minh. Ta dinh nghia cac anh xa da tri M, F,

M:KxD—2% M(y,z)={t € D| R(y,z,t) xiy ra} va
F:KxDxD—=2" F(y,x,t)=t— M(y,z), (y,z,t) € K x D x D.

Véi méi t € D c6 dinh, ta cé
A={x € D| R(y,z,t) xdy ra véi moi y € Q(z,t)}
={zeD|0e€ F(y,x,t) véi moi y € Q(z,t)}.
Ta sé chitng minh ring tap hgp A dong trong D, khi d6, tap hop
B=D\A={x€ D|0¢ F(y,z,t), véi y € Q(z,t) nao d6}

l& m& trong D. That vay, gia st ludi {z,} C A va z, — x. Lay tuy y y € Q(x, ).
Tu Q(.,t) nita lien tuc dudi vd z, — z ton tai 1udi {ya},va € Q(Ta,t) sao
cho yo — y. Khi d6 R(ya, Ta,t) xay ra, véi moi a. Do R la quan hé doéng,
(Yo o) = (y, ), nén R(y, z,t) xay ra, véi moiy € Q(x,t) va do d6 = € A, tic
A doéng.

Hon ntta, tit quan hé R 1a Q-KKM, ta suy ra anh xa F' cling 1a Q-KKM. Ap
dung Dinh 1y 2.3.1 ta suy ra ton tai z € D sao cho € P(T) va

Ry, z,t) x4y ra, véi moi t € Py(Z) vay € Q(z,1).
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2.4.2. Bai toan tya can bing vé huéng
Két qua duéi day duge chitng minh tryc tiép tit Dinh 1y 2.3.1 va né ciing
chinh 1& két qua cia Nguyén Xuan Tan va Dinh Thé Luc da cong bb trong |38§].

Hé qua 2.4.2. Cho D, K, Py, P, nhu trong Dinh ly 2.3.1, dnh za Q(.,t) nia
lien tuc dudi vdi moit € D. Cho dénh va ® : K x D x D — R la ham thuc
(Q,Ry)— gidng tua loi theo duong chéo doi vdi bién thii ba va ®(y,z,z) = 0 vdi
moiy € K,x € D. Hon nia, gid thiét ring, véit € D, ®(.,.,t) : K x D = R la
ham nita lien tuc trén. Khi dé, ton tei z € D dé ¥ € Pi(z) va

O(y,z,t) > 0 vdi moi t € Po(ZT) vay € Q(,1).
Chitng minh. Dat F(y,x,t) = ®(y,x,t) — R, v6i moi (y,x,t) € K x D x D. Ta
c6 thé chitng minh rang, véi t € D, tap

B= {xeD|0¢ F(y,x,t) v6i y € Q(z,t) ndo d6}

= {z € D| ®(y,z,t) <06l ye Q(z,t) nao do}
13 tap md trong D. That vay, ta sé chiing t6 rang tap D\B = {x € D|®(y, x,t) >
0 v6i moi y € Q(x,t)} dong. Gia st day {z,} C D\B, 2, — x. Khi d6

O(y, 24, t) >0, v6i moiy € Q(xq,t).

Do anh xa Q(.,t) nita lién tuc dudi nén ton tai day {yo} C D, ya € Q(za,t), Yo —
y. Nhu vay (Yo, Ta,t) < 0, (Yo, o) — (y,x). Mat khac, tit anh xa ¢(.,., 1) la
nita lién tuc trén, ta suy ra véi moi € > 0, ton tai ap sao cho ®(y,x,t) >
D (Yo, Ta,t) — € v6i moi @« > ap. Cho € — 0, ta ¢6 ®(y,z,t) > 0. Nhu vay
x € D\B, titc B la tap md.

Do @ 13 ham (Q, R, )-gidng tya 16i trén theo dudng chéo d6i véi bién thit ba,
nén v6i moi tap hitu han {t1,ts,....,t,} C D,x € co{ty,ta,...,t,}, ton tai chi 6
je{1,2,..,n} d&& ®(y,z,t;) € ®(y,x,z) + Ry v6i moi y € Q(z,1;). T dé suy
ra ®(y,z,t;) > 0 vadovay 0 € F(y,z,t;) véi moi y € Q(z,t;), tic F la anh xa
Q— KKM tit K x D x D vao 28. Nhu vay, Pi, P>, Q va F théa man tat ca céc
diéu kién ctia Dinh 1y 2.3.1, vay nén ton tai diem z € D dé

T € P (7)
va 0 € F(y,Z,t) véimoi t € Po(T) va y € Q(T,1).
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Dicu nay tuong duong véi ®(y, z,t) > 0v6i moi ¢t € Po(Z) vay € Q(z,t). [

2.4.3. Bai toan bao ham thitc tuva bién phan ly tudng
Trong cac hé qua tiép theo clia cdc Muc 2.4.3 va 2.4.4, ta gia thiét C' 13 nén
16i déng trong Y. Tt Dinh 1y 2.3.1, ta thu dugc mot s6 két qud vé sit ton tai
nghiém cho céac loai bao ham thic tya bién phan ly tudng trén, dudi. Két qua
nay suy ra cac két qua ctia Dinh Thé Luc vi Nguyén Xuan Tan da cong bd trong
138].
Hé qua 2.4.3. Cho D, K, Py, P, va QQ nhu trong Hé qua 2.4.2. Cho G, H : K x
Dx D — 2Y la cdc dnh za da trj c6 gid tri compdc va G(y,x,x) C H(y,x,x)+C
vdi moi (y,x) € K x D. Hon nita, gid si:
i) Voi moit € D cb dinh, dnh va G(.,.,t) : K x D — 2¥ la (=C)-lién tuc
dudi va dnh xa da tri N : K x D — 2Y | dinh nghia bdi N(y,z) = H(y,z, x),
la C—lién tuc trén;

ii) Anh za G 1o (Q, C)—gidng tua 16i tren theo duong chéo déi vdi bién thit ba.

Khi dé, ton tei x € D dé x € Pi(z) va G(y,z,t) C H(y,z,Z) + C vdi moit €
Py(Z)vay € Q(T,1).

Chitng minh. Ta dinh nghia cac anh xa da tri M, F', véi

M : K xD— 2% M(y,x) = {t € D| Gy, x,t) C H(y,z,z) + C},
F:KxDxD—2P F(y,x,t)=t— M(y,x), (y,x,t) € K x D x D.

V6i méi t € D c6 dinh, ta c6 tap

A={zx e D|0€ F(y,z,t) v6i moi y € Q(x,t)}
={zeD|te M(y,z) véi moi y € Q(z,t)}
={z € D| G(y,x,t) C H(y,z,z) + C véi moi y € Q(z,t)}.

Ta sé chiing t6 réng tap A dong trong D. That vay, gia st day suy rong {z,} C A
va x4 — z. LAy tuy ¥ y € Q(xz,t). Tt Q(.,t) ntta lién tuc dudi vd z, — x ton
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tai 1udi {ya}, Yo € Q(xq,t) sao cho y, — y. V6i moi lan can V' cua goc trong Y,
ton tai chi s6 o dé cho véi moi o > o cac bao ham thitc sau x3y ra:
Gy, z,t) C G(Ya, Tart) +V +C C H Yo, Ta, o) +V +C

C
CH(y,z,z)+V +C.
Diéu nay cling vdi tinh compic ctia H suy ra

G(y,x,t) C H(y,xz,z) + C, va do d6 = € A.
Tu day A la tap dong trong D va ta suy ra

B=D\A={x€D|0¢ F(y,z,t) véi y € Q(z,t) ndo dé}

1a tap md trong D. Hon ntta, ttt G(y, x,z) € H(y, x,z)+C véi moi (y,z) € K xD
va anh xa G 1a (Q, C)—gidng tua 161 trén theo dudng chéo dbi véi bién thit ba,
ta c6 v6i moi tap hitu han {t1,ts,....,t,} C D,z € co{ty, ts,...,t,} tOn tai chi sd
Jj €{1,2,...,n} sao cho

G(y,z,t;)) C Gy, z,2) + C C H(y,z,z) + C v6i moi y € Q(z,t;).

Diéu nay kéo theo 0 € F(y,x,t;) v6i moi y € Q(x,t;) vad khi d6 F' 1a anh xa
Q-KKM. Ap dung Dinh 1y 2.3.1, ta suy ra tdn tai & € D sao cho & € Pi(Z) va

0€ F(y,z,t)véi moi t € Py(T)vay € Q(x,t).

Diéu nay tuong duong véi
G(y,z,t) C H(y,z,Z) + C v6i moi t € Po(T)va y € Q(Z,1). O

Tuong ti1, ta c6 két qua sau, phan chitng minh tuong ty nhu He qué 2.4.3.

Hé qua 2.4.4. Cho D, K, P, P, va QQ nhu trong Hé qud 2.4.3. Cac anh xa da
tri G, H : K x Dx D —2Y ¢6 gid tri compdc va H(y,x,z) C G(y,x,z) — C vdi
moi (y,x) € K x D. Hon nita, gid si:

i) Voit € D, anh za da tri G(.,.,t) : K x D — 2Y la (=C)-lién tuc trén va
anh za da tri N : K x D — 2Y zdc dinh bdi N(y,z) = H(y,z,z) la C-lién
tuc dudi;
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i) G la anh za (Q,C)-giong tua 167 dudi theo duong chéo doi vdi bién thit ba.
Khi dé, ton tai T € D sao cho T € Pi(T) va
H(y,z,z) C G(y,z,t) — C vdi moi t € Po(T) va y € Q(T,1).
2.4.4. Bai toan tua can bing ly tuéng
Cac két qua cho bai toan bao ham thic tya bién phan suy ra hai két qua veé

sy ton tai nghiém clia bai toan tita can bang 1y tudng trén v tua can bang ly

tudng dudi.

Hé qua 2.4.5. Cho D, K, P, P, va QQ nhu trong Hé qud 2.4.3. Cho G : K X
D x D — 2Y (4 dnh za da tri cé gid tri compdc va G(y,z,x) C C, vdi moi

(y,x) € K x D. Ta gid su:
i) Voit € D, dnh va G(.,.,t) : K x D —2Y la (—C)-lién tuc dudi.;
ii) Anh za G la (Q, C)~giong tua loi trén theo duong chéo doi vdi bién thii ba.
Khi dé, ton tai z € D dé z € Pi(z) va
G(y,z,t) C C vdi moit € Po(T)vay € Q(Z,1).

Chitng minh. Ta dit H : K x D x D — 2Y nhu sau H(y,z,t) = {0}, v6i moi
(y,z,t) € K x D x D. Ta dé dang nhan thiy réng, moi gid thiét cia He qua
2.4.3 déu théa man. Ap dung hée qua nay ta ¢6 duge didu can ching minh. [

Hé qua 2.4.6. Cho D, K, P, P, va Q nhu trong Hé qua 2.4.3. Cho G : K x
D x D — 2Y la anh za da tri ¢6 gid tri compéic va G(y,z,z) NC # 0, vdi moi
(y,z) € K x D. Hon niia, gid si:

i) Vit € D, dnh xa da tri G(.,.,t) : K x D — 2Y la (—=C)-lién tuc trén;
i) G la dnh za (Q,C)-giong tua 107 dudi theo duong chéo doi vdi bién thit ba.

Khi do, ton tai z € D dé 7 € Py(z) va
G(y,z,t)NC #£ 0 vdi moit € Py(Z)vay € Q(T,t).
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Chitng minh. Ta dit H : K x D x D — 2¥ nhu sau H(y, z,t) = {0}, (y,x,t) €
K x D x D. Ta dé dang nhan thiy ring, moi gid thiét ciia He qud 2.4.4 déu
thoa man. Ap dung he qua nay ta ¢6 duge didu can ching minh. O

Chiing ta sé ting dung cic két qua vé sit ton tai nghiém ctia cac bai toan tua
can bing tong quéat dé tim nghiém clia bai toan tua can bang Pareto v tira can
bang yéu. Gan day cac bai todn nay da dugce nghién cttu rong rai dudi cdc dang

khac nhau (chdng han, trong [14], [21], [33], [36], [40], [41]...).

2.4.5. Cac bai toan tua can bang Pareto va yéu

Trong muc nay ta xét mot sd bai toan tiya can bang Pareto trén, dudi va tya
can bang yéu trén, dudi. Trong muc trén, ta da xét cic bai toan tya can bang
ly tudng trén, dudi va dua ra mot s6 dieu kién dt cho viéc ton tai nghiém cia
ching. Nhung Ferro [22| da chi ra rang, d6i véi cac anh xa da tri, cac khai niem
C -16i va C- gidng nhu tya 16i 12 hoan toan khac nhau. Dudi day ta sé chi ra mot
s6 két qua cho céc bai toan tya can bang Pareto ding cho cd hai trudng hop
C-16i v C-gibng nhu tia 161

Trude hét ching toi nhic lai mot sé khai niem veé tinh gid don diéu theo nén
cua anh xa da tri.
Dinh nghia 2.4.1. Cho F: D x D — 2Y C : D — 2¥ 1a cac 4nh xa da tri. Ta
noi rang:

i) F 1a C-gid don diéu manh trén néu v6i méi (z,t) € D x D,
F(t,x) £ —(C(H)\{0}) = F(x,t) € —C(x).
ii) F 1a C-gid don diéu manh dudi néu v6i méi (x,y) € D X D,
F(t,z)n—=(C(t)\{0}) =0 — F(z,t) N —C(x) # 0.
iii) F 1a C-gid don diéu yéu trén néu v6i mdi (z,y) € D x D,
F(t,z)  (—intC(t)) — F(x,t) C —C(x).
iv) F 1a C-gid don diéu yéu dudi néu v6i méi (z,y) € D x D,

F(t,z) N (—=intC(t)) =0 — F(z,t) N —C(x) # 0.
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Cac khai niem anh xa da tri C-hemi lién tuc trén (dudi) va C-hemi lién tuc ly
tudng trén (dudi) sau day 14 md rong céc khéai niém anh xa don tri C-hemi lién
tuc da duge Bianchi va Pini gidi thiéu trong [8] va sau d6 1a Hadjisavvas trong

[25].

Dinh nghia 2.4.2. 1) Cho F,C : D — 2¥ 1 cac 4nh xa da tri. Anh xa F
duge goi 1a C-hemi lién tuc Iy tudng trén (dudi) néu véi moi x,t € D, ti
F(lax+ (1 —a)t) CClaz+ (1 — a)t) véi moi « € (0,1),
suy ra F'(t) C C(t),

(tuong ting, tit F(ax+ (1 —a)t)NC(ax + (1 —a)t) # 0 véi moi a € (0,1),
suy ra F(t) NC(t) # 0.

2) Cho F,C : D — 2¥ la céc anh xa da tri. Anh xa F dudc goi la C-
hemi lién tuc trén (dudi) néu v6i moi x,t € D, tit Flaz + (1 — a)t) €
—intC(ax + (1 — a)t)véi moi a € (0,1), suy ra F(t) € —intC(t)

(tuong tng, tit F(az+(1—a)t)N—intC(az+(1—a)t) = Bvéi moi « € (0,1),
suy ra F(t) N —intC(t) = 0.

3) F dudc goi 1a hemi lien tuc trén (dudi) néu v6i moi z,t € D, anh xa
f:]0,1] — 2Y dinh nghia béi f(a) = F(az + (1 — a)t) la nita lien tuc
trén (tuong tng, dudi).

Trong phan chitng minh sy ton tai nghiém ctia cac bai toan da néu trén, ta
can st dung cac két qua sau day, ching la sy tong quat héa cdc Menh dé 2.3,

2.4 da dugce dua ra trong tai lieu [25].

B6 dé 2.4.1. Cho F : K x D x D — 2¥ la dnh za da tri vdi gid tri khong rong
va C: K x D — 2Y la dnh za non vdi F(y,x,z) C C(y,x) vdi moi v € D va
y € K. Hon nita, gid si rang:

i) Voix € D,y € K, dnh va F(y,.,x) : D — 2¥ la C(y,.)-hemi lién tuc ljj
tudng trén;

i) Voiy € K, anh za F(y,.,.)) la C(y,.)-gia don diéu manh dudi;

ii) Voi y € K co dinh, F(y,.,.) la C(y,.)-loi trén theo duong chéo (hodc,
C(y,.)-giong tua loi trén theo duong chéo) doi vdi bién thit hai.
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Khi d6 voit € D,y € K ¢b dinh, cic ménh dé sau tuong duong:
1) F(y,t,x) N —(C(y,t)\{0}) = 0 vdi moi z € D;
2) F(y,z,t) N —C(y,x) # 0 vdi moi x € D.

Chitng minh. Hién nhién 1) = 2), (suy truc tiép tit dinh nghia anh xa C(y, .)-gid
don diéu manh dudi).

Bay gio gia st rang 2) xay ra, ta c6: V6i mdi y € D,
F(y,ax + (1 —a)t,t) N —C(y,ax + (1 — a)t) # 0, v6i moiz € D, € (0, 1].
Ta can ching t6 rang v6i moi x € D,
F(y,ar + (1 — a)t,z) C C(y,azx + (1 — a)t), v6i moia € (0, 1].
That vay, gid st ngugc lai, ton tai x € D, a € (0, 1] sao cho
F(y,ar+ (1 —a)t,z) € C(y,ax + (1 — a)t), véia € (0, 1] nao do.

Diéu nay kéo theo F(y,ax+ (1 —a)t,z) NY\C(y, ax + (1 — a)t) # (). Hon nita,
néu F(y,.,.) 1a C(y,.)-16i tren theo dudng chéo ddi véi bién thit hai thi

aF(y,ar + (1 —a)t,x) + (1 — @) F(y,ax + (1 — a)t, t)
CFly,ax+ (1 —a)t,ar+ (1 — a)t) + C(y,ax + (1 — a)t).

T do, ta suy ra

F(y,ar + (1 —a)t,ax + (1 — a)t) + C(y,ax + (1 — a)t)
NY\C(y, ax + (1 — a)t) # 0.

Diéu nay chitng t6 F(y, ax+ (1 —a)t,az+ (1 —a)t) NY\C(y, ax+ (1 —a)t) # 0.
T d6, ta két luan F(y,az+ (1 —a)t,azx + (1 —a)t) € C(y, ax + (1 — a)t), mau
thudn véi gid thiét.

Néu F(y, .,.)1aC(y, .)- gibng tya 16i trén theo dudng chéo dbi vai bién thit hai,
tacod Fy,az+(1—a)t,z) C F(y,ar+(1—a)t, ax+(1—a)t)+C(y, ax+(1—a)t)
hodc, F(y, ax+(1—a)t,y) C F(y, az+(1—a)t, az+(1—a)t)+C(y, ax+(1—a)t).
Trong cé hai truong hop, ta déu co
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(F(y, az+(1—a)t, ax+(1—a)t)+C(y, ax+(1—a)t) ) N(Y\C(y, ax+(1—a)t)) # 0.
Tasuy ra F(y, ax+(1—a)t,az+(1—a)t)N(Y\C(y, ax+(1—a)t) —C(y, ax+(1—
a)t)) # O hay F(y, az+(1—a)t, az+(1—a)t)N(Y\C(y, az+(1—a)t)) # 0. Tu do,
F(y,az+(1—a)t,az+(1—a)t) € C(y, ax+(1—a)t), va xay ra mau thudn. Nhu
vay, ta c6 F(y,ar+ (1 —a)t,z) C C(y,ax + (1 —a)t) v6i moi x € D, a € (0, 1].
Va, do F(y,.,.) 1a C(y,.)-hemi lién tuc Iy tudng trén nén F(y,t,z) C C(y,t) v6i
moi « € D,a € (0,1]. Cha § rang C(y,t) N (—C(y,t)\{0}) = 0, ta thu dugc
F(y,t,z) N (—=C(y,t)\{0}) =0 v6i moi x € D. O

B6 dé 2.4.2. Gid st F: K x D x D — 2Y [a dnh za da tri vdi gia try khong
rong, C : K x D — 2Y la dnh xa nén da tri vdi F(y,xz,x) C (Cly,x)) vdi moi
x € D,y € K. Hon nta, gid si:

i) Voiz € D,y K, F(y,.,x): D—2Y la C(y,.)-hemi lién tuc dudi;
i) Voiy e K, Fy,.,.) laCl(y,.)- gid don dieu yéu dudi;

i) Voiy e K, F(y,.,.) la C(y,.)-loi trén theo duong chéo (hodc, C(y,.)-giong

tua 101 trén theo duong chéo) dbi vdi bién thit hai.
Khi dé, voit € D,y € K, cic ménh dé sau tuong duong:
1) F(y,t,x) N (—intC(y,t)) =0 vdi moi x € D;
2) F(y,z,t) N (=C(y,z)) # 0 vdi moi x € D.

Chitng minh. Hién nhien 1) = 2) tryc tiép suy tit dinh nghia anh xa C(y,.)-
gid don dieu yéu dudi.

Ngugce lai, gia st 2), ta suy ra
F(y,ax + (1 —a)t,t) N —C(y,ax + (1 — a)t) # O véi moix € Dvaa € (0, 1].

Ta can ching t6 rang, véi moi x € D, a € (0, 1],
F(y,az + (1 — a)t,r) N —intC(y, ax + (1 — a)t) = 0.
That vay, néu khong, ton tai € D va « € [0, 1] sao cho

F(y,az + (1 — a)t,z) N —intC(y, ax + (1 — a)t) # 0.
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Néu F(y,.,.) 1a C(y,.)- 16i trén theo dudng chéo déi véi bién thit hai, ta c6
aF(y,ar + (1 —a)t,x) + (1 — @) F(y,ax + (1 — a)t, t)
CFy,ax+ (1 —a)t,ax+ (1 —a)t) +C(y,ax + (1 — a)t).
Tir do,
F(y,az+(1—a)t,az+(1—a)t)+C(y, ax+(1—a)t)N—intC(y, ax+ (1 —a)t) # 0.

Dicéu nay mau thuin véi gid thiét. Néu F(y, .,.) 1a C(y, .)- gibng tya 16i dudi theo

duong chéo dbi v6i bién thit hai, ta suy ra
Fly,ar+(1—a)t,z) C F(y,ax+ (1 —a)t,ax+ (1 —a)t) + C(y, ax + (1 — a)t)
hoic,
Fy,ax+ (1 —a)t,t) C Fy,ar+ (1 —a)t,ax+ (1 — a)t) + C(y, ax + (1 — a)t).
C4 hai truong hop déu suy ra

F(y,ar+ (1 — a)t,ax + (1 —a)t) N —C(y,ax + (1 — a)t) # 0.

Diéu nay mau thudn véi F(y,z,2) C C(y,z) véi moi 2z € D. Vay, v6i moi
r € D,a € (0,1], F(y,ax + (1 — a)t,z) N —intC(y, ax + (1 — a)t) = 0. Do
F(y,.,z) la anh xa C(y, .)-hemi lién tuc dudi, ta két luan rang

F(y,t,x) N —intC(y,t) = ) v6i moi = € D. O

Tuong tu, ta c6 cac két qua sau.

B6 dé 2.4.3. Cho F: K x D x D — 2 la dnh za da tri vdi gid tri khong rong
va C: K x D — 2Y la dnh za nén véi F(y,x,z) NC(y,z) # O vdi moi x € D va
y € K. Hon nita, gid su rang:

i) Voix € Dy € K,F(y,.,x) : D — 2¥ la C(y,.)-hemi lién tuc lj tudng
dudi;

i) Voiye K, F(y,.,.) laC(y,.)-gid don dieu manh trén;
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ii) Voiy e K, F(y,.,.) la C(y,.)-10i dudi theo duong chéo (hodc, C(y,.)-giong
tua loi dudi theo duong chéo) doi vdi bién thi hai.

Khi dé, véit € D,y € K, cic ménh dé sau tuong duong:
1) F(y,t,z) £ —(C(y,t)\{0}) wdi moi z € D;
2) F(y,z,t) C —C(y,z) vdi moi x € D.

B6 dé 2.4.4. Cho F : K x D x D — 2¥ la dnh za da tri vdi gid tri khong rong
va C: K x D — 2Y la dnh za nén da trj véi F(y,z,v) NC(y,x) # O vdi moi
x € D,y e K. Hon nita, gid s

i) Voiz € D,y K, F(y,.,x): D—2Y laC(y,.)-hemi lién tuc trén;
i) Voiye K, F(y,.,.) laCl(y,.)- gid don di¢u yéu trén;

i) Voiy € K, F(y,.,.) la C(y,.)-10i dudi theo duong chéo (hodc, C(y,.)-giong
tua loi dudi theo duong chéo) doi vdi bién thi hai;

Khi dé, véit € D,y € K, cic ménh dé sau tuong duong:
1) F(y,t,z) € —intC(y,t) vdi moi x € D;

2) F(y,z,t) C —C(y, ) vdi moi x € D.

Sau day, ta sé xét sif ton tai nghiém ciia cic bai todn tua can bang Pareto
va tua can bang Pareto yéu, dang téng quat.
2.4.5.1. Cac bai toan twa can bang Pareto va yéu loai 1
ChoS:DxK—=2PT:DxK —=25viG:K x D x D —2Y 1a cac anh
xa da tri ¢6 gia tri khong rong. C' 1a nén 161 dong trong Y. Céc bai toan tya can
biang Pareto trén (dudi) v yéu trén (dudi) loai 1 lan lugt duge phat biéu nhu

sau:
1. Tim z,y € D x K sao cho
T € 5(z,9),y € T(2,9),
(—=C'\ {0}) v6i moiz € S(z,7);
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2. Tim z,y € D x K sao cho
e S(zy)yeT(zy),
G(y,7,2) N (=C\{0}) = 0 véi moiz € S(7,7);

3. Tim z,y € D x K sao cho

4. Tim z,y € D x K sao cho
T €S y)yeT(zy),
G(7,z,z) N (—intC) = 0 v6i moi z € S(Z, 7).
Tru6c hét, ta chiing minh st ton tai nghiém cho bai toan tya can bang ly

tudng (d6i véi néon —O).

Dinh ly 2.4.1. Gid st D, K lan luot la cdc tap con khong rong 107 compdc
ctia khong gian topo tuyén tinh 10i dia phuong Hausdorff X, Z. Va gid st ring
G:K xDxD —2Y la dnh va da trj cé gid tri khong rong, va G(y,x,z) C C

vdi mor x € D,y € K thoa man cic dieu kién sau:

i) S la dnh za lien tuc vdi gid tri khong rong loi déng, T la dnh za nia lién

tuc dudi vdi gid tri khong rong 107 déng;
i) Voiye K, G(y,.,.) la C—gia don dieu manh dudi;
i) Voi (z,y) € D x K, G(y,z,.) la C-loi trén (hodc, C—giong tua loi trén);
i) G la anh xa C-lién tuc tréen.
Khi dé, ton tai x € D,y € K sao cho
7€ S5(x,9),y€T(,y),
G(y,z,7)N(=C) # 0 vdi moiz € S(T,7),
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Chitng minh. Ta xét anh xa da tri
H(z,y) ={2' € S(z,y)| G(y,z,2") N (=C) # Dv6i moiz € S(z,y)}.

Ta ching minh H(z,y) khéac rdng, 16i, dong véi moi (x,y) € D x K. That vay,
v6i méi (r,y) € D x K, ta dinh nghia anh xa Q : S(z,y) — 25@) xac dinh béi

Quy(2) = {2’ € S(z,y)| Gy, 2,2") N (=C) # 0}

Lay z € S(x,y) tuy ¥, gid st day {«,} 1a day suy rong trong Qu,(z),z,, — .
Khi do, ta co

z. € S(z,y),G(y, z,2.,) N (—=C) # 0 v6i moi a. (2.6)

Do tap S(z,y) déng nén 2’ € S(z,y). Mat khac, do G(y,x,.) la 4nh xa C'—lién

tuc trén nén véi moi lan can V clia gbc trong Y, ton tai ag sao cho
G(y,z,2.,) C Gy, z,2') + C + V véi moia > ay.

Do C déng, két hop véi (2.6), ta suy ra G(y, z,2") N (=C) # 0. Vay 2’ € Quy(2),
hay Qgy(z) déng véi moi z € S(z,y). Ngoai ra, do D, S(z,y) la tap compic nén
tap con déng @, (z) compic.
Tiép theo, ta chi ra Quy 1a d4nh xa KKM. Gia st ton tai {x1,22,...,2,} C
S(z,y) sao cho
co{wy, o, ...t} & igjl Quy (7).

Khi d6 ton tai z*,
n n
"= Z@il’z‘ € co{xy, Ty .., Tn }, ; > O,Z%‘ =1,
i=1 i=1
sao cho * & Quy(x;). Tt d6 ta cb
Gy, x5, 2*) N (=C) =0 véi i = 1,n.
T G(y, ., .) 1a C-gia don dieu manh dudi, ta ¢6

Gy, ", 2:) N (=C\{0}) # D véii =T, n.
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Vi anh xa G(y, z*,.) 1a C- 151 trén (hodic C- giéng tya 16i trén) nén
Z a; Gy, 2", x;) C Gy, x*,2%) + C,
i=1
(ho#ic, ton tai i € {1,2,...,n} sao cho
G(y,z*,z;) C G(y,z",2") + C).
Tw do
G(y,z%,2") N (=C\{0}) # 0.
Diéu nay suy ra ton tai v € G(y,z*,2*),v € (—C \ {0}), tic la v & C va
nhu vay G(y,z*, 2*) € C. Diéu nay trai véi gid thiét G(y,z,z) C C v6i moi

(z,y) € D x K. Nhu vay, ta c6 Qg 13 anh xa KKM. Sit dung B6 dé Fan-KKM
(Dinh 1§ 1.2.2), ta c6

Nghia 1& ton tai 2’ € S(z,y) sao cho G(y, z,2") N (=C) # 0 v6i moi z € S(z,y),
hay H(z,y) # 0.
Tiép theo, ta ching t6 H(z,y) la tap 16i. That vay, lay 2}, 25 € H(x,y) v

B € [0,1]. Do tap S(z,y) 16i nén Sy + (1 — fzfy) € S(x,y). Mit khac, tit dinh
nghia dnh xa H, ta c6

G(ya 2 :E/l) N (_C) 7£ ®7

G(y,z,x5) N (—C) # O vdi moiz € S(z,y).
Mit khac, do anh xa G(y, 2, .) 1a C-16i trén (hogc, C-gidng tya 161 trén) nén véi

moi z € S(z,y) ta co

BG(y, 2, x7) + (1 = B)G(y, 2,75) C Gy, 2, By + (1 — B)as) + C
(ho#ic, ton tai i € {1,2} sao cho

Gy, z,x;) C Gy, z, Bz} + (1 — B)x}) + C v6i moiz € S(x,y)).

Tuw d6, G(y, z, Bz} + (1 — B)ah) N (—=C) # 0 véi moiz € S(x,y). Nhu vay ta co
By + (1 — B)ab, € H(z,y) va H(x,y) 1a tap loi.
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Dé ching minh H 13 anh xa déng, ta iy day suy rong {(za,v.)} hoi tu téi
(z,y), day suy rong {z.} hoi tu t6i 2/, v6i 2!, € H(za,ya) v6i moi a. Ta can
ching t6 rang 2’ € H(z,y).

That vay, tit ), € S(2a, Ya) V& tinh nita lién tuc trén véi gia tri déng ctia S

ta c6 2’ € S(x,y). Do 2, € H(Z4,ys) Nén
G (Yo, 2,70) N (=C) £ O v6i moiz € S(xq, Ya)- (2.7)

V6i moéi 2 € S(z,y), do anh xa S nia lien tuc dudi, ton tai diy suy rong
{za}s 2a € S(xa, Ya) V6 MOI «, 2z, — 2. Khi d6, tit (2.7) ta c6

G(Ya, 2a, ) N (—=C) # O v6i moi a.

T gia thiét anh xa G 1a C- lien tuc trén, véi moi lan can V clia gbc trong Y,

ton tai chi s6 ag sao cho véi moi a > oy ta ¢
G(Yas 20, 7)) € Gy, 2,2") + C + V.

Diéu d6 kéo theo
(G(y,z,2" )+ C+ V)N (=C) £ 0.

Do C déng, ta suy ra G(y, z,2') N (—=C) # (. Nghia la, ' € H(x,y) va dnh xa
H doéng.

Ta xét anh xa da tri P: D x K — 2P*K P(z,y) = H(z,y) x T(z,y). D&
thay anh xa da tri P c6 gia tri khong rdng, 161, déng, cting vé6i tinh compic cla
tap hop D x K ta suy ra anh xa P nta lién tuc trén. Do Dinh ly diém bat dong
Ky Fan (Dinh 1y 1.2.1), ton tai (z,y) € D x K sao cho (z,y) € P(z,y). Khi do,
TeS,y),yeT(x,y) va

G(y,z,x) N (=C) # D v6i moiz € S(Z,7).
Dinh 1y da dugc chitng minh. [

St dung két qua trén, ching ta ching minh duge két qua ton tai nghiem cho

bai to4n tya can bang Pareto dudi loai 1.



50

Dinh 1y 2.4.2. Gia st D, K tuong dng la cdc tap con khong rong loi compdc clia
khong gian topo tuyén tinh 107 dia phuong Hausdorff X, Z, G : K x Dx D — 2V
la dnh za da tri cé gid tri khong rong va G(y,z,x) C C véi meix € D,y € K

théa man cic diéu kién sau:
i) S la dnh za lien tuc vdi gid tri khong rong loi déng; T la dnh za nia lién

tuc dudi vdi gid tri khong rong loi déng;

i) Voi (v,y) € D x K, dnh za G(y,.,x) : D — 2Y la C— hemi lién tuc ly
tudng trén;

i) Voiy e K, Gy, .,.) la C-gia don dieu manh dudi;

w) Véi (z,y) € K, G(y,x,.) la C-loi trén (hodc, C-giong tua loi trén);

v) G la dnh za C— lién tuc trén.

Khi dé, ton tai x € D,y € K sao cho

G(y, = ) ( \{O}) = ) vdi moiz € S(T,7),

Chitng minh. Ap dung két qua Dinh ly 2.4.1, ta suy ra ton tai (Z,7) € D x K
sao cho T € S(z,9),y € T(z,y) vd G(y,2,%) N (=C) # Ovéi moiz € S(Z,7)}.
St dung két qua Bo dé 2.4.1 véi D = S(z,9), ta c6 G(y,%,2) N (=C \ {0}) =
0 v6i moi z € S(z,y). Dinh ly da duge chiing minh. ]

Lap luan tuong tit, ta chitng minh duge két qua ton tai nghiem cho bai toan

tya can bang Pareto trén loai 1.

Dinh 1y 2.4.3. Gid si D, K lan lugt la cdc tdp con khong rong 1oi compic
ctia khong gian topo tuyén tinh loi dia phuong Hausdorff X, Z. Va gid st rang
G :KxDxD —2Y la dnh xa da tri cé gid tri khong rong va G(y, z,z)NC # 0

vdi moi v € D,y € K, théa man cdc dieu kién sau:

i) S la dnh za lien tuc vdi gid tri khong rong loi déng, T la dnh xza nia lién

tuc trén vdi gid tri khong rong loi déng;
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i) Voi (v,y) € D x K, dnh za G(y,.,x) : D — 2Y la C— hemi lién tuc ly
tuong dudi;

iwi) Voiy e K, G(y,.,.) la C—gia don diéu manh trén;
w) Vi (z,y) € D x K, G(y,x,.) la C—loi dudi (hodc, C—giong twa loi dudi);
v) Anh za G la C— lien tuc dudi.
Khi dé, ton tai x € D,y € K sao cho
T € 5(2,9),y € T(7,7),
G(y,z,z) £ —(C\ {0}) vdi moiz € S(z,7).

Tiép theo, bang cac lap luan tuong ty, ta c6 két qua cho cac bai toan tua

can bang yéu loai 1.

Dinh 1y 2.4.4. Gid st D, K tuong tng la cdc tdp con khong rong 1ot compic
ctia khong gian topo tuyén tinh 101 dia phuong Hausdor{f X, Z, danh za da tri G
K x D x D — 2V ¢6 gid tri khong rong va G(y,z,7) C C vdi moixz € D,y € K

thoa man cac dieu kién sau:

i) S la dnh za lien tuc vdi gid tri khong rong loi déng, T la dnh za nia lién

tuc trén vdi gid tri khong rong loi dong;
i) Véi (z,y) € D x K, dnh va G(y,.,x) : D — 2Y la C— hemi lien tuc dudi;
i) Voiy e K, G(y,.,.) la C-gid don dieu yéu dudi;
w) Véi (z,y) € D x K, G(y,x,.) la C—loi trén (hodc, C—giong tua loi trén);
v) G la dnh xa C—lién tuc dudi.
Khi dé, ton tai T € D,y € K sao cho
7€ 5(2,9),9€T(7,9),
G(y,z,2) N (—intC) = 0 vdi moiz € S(T,7).
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Chitng minh. Ta xét anh xa da tri
H(z,y) = {2 € S(z,y)| Gy, z,2") N (=C) # O v6i moiz € S(z,y)}.

Ta chitng minh H(z,y) khéc rong, 161, dong véi moi (x,y) € D x K.
That vay, véi mdi (z,y) € D x K, ta dinh nghia anh xa Q : S(x,y) — 2°@v)
xac dinh bdi

Qfﬂy(z) = {‘T/ € S(xay” G(yazwr/) M <_C> 7é ®}

Lay z € S(x,y) tuy ¥, gid st day {«,} 1a day suy rong trong Qu,(2),z,, — .
Khi do, ta c6

z, € S(z,y),G(y, z,2,) N (=C) # 0 véi moia. (2.8)

Do tap S(x,y) déng nén z’ € S(z,y). Mat khac, do G(y, z,.) la dnh xa C-lién

tuc trén nén véi moi lan can V' clia gbc trong Y, ton tai ag sao cho
G(y,z2),) C Gy, z,2") + C + V véi moia > ay.

Do C' 1a nén déng két hop véi (2.8), ta suy ra (G(y, z,2")) N (=C) # O (mau
thuan). Vay 2/ € Quy(2), hay Quy(z) dong véi moi z € S(z,y). Ngoai ra, do
D, S(z,y) la tap compéc nén tap con déng Quy(z) compic.
Tiép theo, ta chi ra @y 1a d4nh xa KKM. Gia st ton tai {x1,22,...,2,} C
S(z,y) sao cho
n
CO{.Tl, L2, ..., xn} J@ Z'L:Jl me(xz)

Khi d6 ton tai o*,

n n

A Zozi:l:i € co{xy, Ty .., Tn}, ; > 072042' =1,
i=1 i=1

sao cho o* & Quy(x;),7 = 1,n. T d6 ta co
Gy, z;, ") N (=C) =0 v6ii=1,n.
Tu G(y, .,.) la C—gia don dieu yéu dudi, ta c6

Gy, z*, z;) N (=intC) # O v6i i =1, n.
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Vi 4nh xa G(y, z*,.) 1a C— 161 trén (hodc C— gidng tya 161 trén) nén
i oGy, x*, x;) C Gy, 2", x%) + C,
i=1
(hoiic, ton tai i € {1,2,...,n} sao cho
Gy, ", x;) C G(y,z*,z%) + C).
T do
G(y,x*, ") N (—intC) # (.

Diéu nay suy ra ton tai v € G(y,z*,2%),v € (—intC(y, z*), tiic la v € C vi
nhu vay G(y,z*, 2*) € C. Diéu nay trai véi gid thiét G(y,z,z) C C véi moi
(z,y) € D x K. Nhu vay, ta c6 Qg 13 anh xa KKM. Sit dung B6 dé Fan-KKM
(Dinh 1y 1.2.2), ta c¢6

Sr(ﬁx’y) Quy(2) # 0.

ze
Nghia la ton tai 2’ € S(z,y) sao cho G(y, z,2") N (=C) # @ v6i moi z € S(x,y),
hay H(z,y) # 0.

Tiép theo, ta ching t6 H(xz,y) la tap 16i. That vay, lay o), 25 € H(x,y) va
B € [0,1]. Do tap S(z,y) 16i nen By + (1 — B)ah € S(x,y). Mit khac, tit dinh

nghia dnh xa H, ta c6
G(y,z,21) N (=C) # 0, va G(y,z,75) N (=C) # O véi moiz € S(z,y).

Lai do anh xa G(y, z,.) 1a C-16i trén (hodc, C-gidng tya 16i trén), ta co
BG(y, z,21)+(1=8)G(y, z,25) C G(y, z, B} +(1—B)x5)+C véi moi z € S(z,y),
(ho#ic, ton tai i € {1,2} sao cho

Gy, z,2}) C Gy, 2, Bx) + (1 — B)y) + Cv6i moiz € S(x,y)).
Tit 6,
Gy, z, By + (1 — B)xy) N (—=C) # 0, v6i moiz € S(x,y).

Nhu vay ta ¢6 Bx) + (1 — )z € H(z,y) va H(x,y) la tap 1oi.
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Dé ching minh H 13 anh xa déng, ta iy day suy rong {(za,v.)} hoi tu téi
(z,y), day suy rong {z.} hoi tu t6i 2/, v6i 2!, € H(za,ya) v6i moi a. Ta can
ching t6 rang 2’ € H(z,y).

That vay, tit ), € S(2a, Ya) V& tinh nita lién tuc trén véi gia tri déng ctia S

ta c6 2’ € S(x,y). Do 2, € H(Z4,ys) Nén
G (Yo, 2,70) N (=C) £ O v6i moiz € S(xq, Ya)- (2.9)

V6i moéi 2 € S(z,y), do anh xa S nua lien tuc dudi, ton tai diy suy rong
{za}s 2a € S(Ta, Yo) V61 Moi «, 2z, — z. Khi d6, tit (2.9) ta c6

G(Ya, 2a, 7)) N (=C) # O v6i moi a.

T gid thiét anh xa G 1a C- lién tuc trén, v6i méi lan can V clia gbc trong Y,

ton tal chi s6 ag sao cho v6i moi a > o ta ¢
G (Yo Zar ) € Gy, z,2') + C + V.

Dieu do6 kéo theo
(G(y,z, 2 ) +C+ V)N (=C) #0.

Do C' la nén déng, ta suy ra
G(y7 <, I/) N <_C> 7é @

Nghia la, 2’ € H(x,y) va anh xa H déng.

Ta xét anh xa da tri P: D x K — 2P*K P(z,y) = H(x,y) x T(z,y). D&
thay anh xa da tri P c6 gia tri khong réng, 16i, déng, cling véi tinh compéc clia
tap hop D x K ta suy ra 4nh xa P ntta lién tuc trén. Do Dinh 1y diém bat dong
Ky Fan (Dinh 1y 1.2.1), ton tai (Z,7) € D x K sao cho (z,7) € P(z, ). Khi do,
T e Sx,y),yeT(z,y) va

G(y,2,2) N (—C) # 0v6i moiz € S(7,7).
Ap dung két qua B6 dé 2.4.2, ta c6
G(7,z,2) N (—intC) = 0, véi moi z € S(ZT, 7).

Dinh 1y da dugc ching minh. ]
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Dinh ly 2.4.5. Gid st D, K lan luot la cic tap con khong rong loi compdc
cta khong gian topo tuyén tinh 10 dia phuong Hausdorff, dnh za da tri G :
KxDxD — 2Y ¢6 gid tri khong rong va G(y, z,2)NC # 0 véi moixz € D,y € K

thoa man cic diéu kién sau:

i) S la dnh za lien tuc vdi gid tri khong rong loi déng, T la dnh za nia lién

tuc trén vdi gid tri khong rong loi déng;
i) Voi (z,y) € D x K, dnh va G(y,.,x) : D — 2Y la C— hemi lién tuc trén;
ii) Voiy e K, G(y,.,.) la C-gid don dieu yéu trén;
w) Véi (z,y) € D x K, G(y,x,.) la C-loi dudi (hodc, C—giong tya 107 dudi);
v) G la dnh za Clién tuc dudi.
Khi dé, ton tai T € D,y € K sao cho
T € S(x,y),yeT(x,y),
G(y,7,2) L (—intC) vdi moiz € S(Z,7).

2.4.5.2. CAc bai toan tua can biang Pareto va yéu loai 2.

Trong muc nay ta xét cac anh xa P, : D — 2P P, D 2P P D —
2P Q:KxD —=2K G:DxD —2Y vaanh xanén C: D — 2¥. Cac bai todn
tua can biang Pareto trén (dudi) va yéu tren (dudi) loai 2 lan lugt duge phat

bieu nhu sau:

1. Tim x € D sao cho
T € P(z) va G(z,z) € —(C(z) \ {0}) v6i moiz € P(Z);

2. Tim x € D sao cho
T € P(z) va G(z,2) N —(C(x) \ {0}) = 0 v6i moi x € P(T);

3. Tim z € D sao cho
T € P(z) va G(Z,z) € —intC(Z) v6i moi x € P(%);

4. Tim T € D sao cho
T € P(Z) va G(z,z) N —intC(Z) = D v6i moix € P(Z).
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Tiép theo ta s& dua ra diéu kién du dé cac bai toan trén cé nghiem.

Dinh ly 2.4.6. Gid s D la tdp con khong rong loi compdic cia khong gian X,
dnh za P : D — 2P lién tuc vdi gid tri khong rong 107 dong. Va gid si dnh za
da tri G : D x D — 2Y ¢6 gid tri khong rong, C : D — 2¥ la dnh xa nén vdi

G(z,z) C C(x) vdi moi x € D, thda man cdc dieu kién sau:
i) Voit € D, G(.,t): D — 2Y la C-hemi lién tuc manh dudi;
ii) Voix € Dy € K, Lap
A=A{te D|G(x,t)N(—C(x)) # 0} la dong trong D;
iii) G la C-gia don dieu manh dudi;
iw) G la C-l1oi trén theo dudng chéo (hoic, C-giong tua loi trén theo dudng chéo)
doi vdi bién thi has.
Khi dé, ton tagi T € D sao cho T € P(Z) va
G(z,t) N (=C(z)\{0}) = 0 vdi moi t € P(Z).
Chiing minh. Ta dinh nghia énh xa M : D — 2P va F: D x D — 2Y,
M(t) ={z € D| G(t,x) N —C(t) # 0},t € D,
F(x,t) =x — M(t),(z,t) € D x D.
Vivéit € D c¢b dinh, tap hop A déng nén tap
B={xeD|0¢& F(x,t)}

la mé trong D.

n
Cho {ti,t2,...,t,} 1a tap con httu han tuy y trong D va o = > ity a >
i=1
n
0 véi moi i € {1,2,....,n},>. a; = 1. Ta chi ra réng, ton tai i € {1,2,...,n} sao
i=1
cho 0 € F(x,t;). Gid st 0 ¢ F(y,x,t;) véi moi i € {1,2,...,n}, hay G(y,t;,x) N

(—C(y,t;)) =0 v6imoi i € {1,2,...,n}. T G la C-gi& don di¢u yéu dudi suy ra
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G(x,t;) N —intC(x) # O v6i moi i € {1,2,...,n}. Néu G 1a C-16i trén theo duong

chéo dbi véi bién thit hai, ta suy ra

> aiGlx,t;) € G(x,x) + C(x).
i=1
Ta co,

n

Z a; [G(z,t;) N —intC(z)] C Z a;G(x,t;) N —intC(x)

i=1

C (G(x,x) + C(x) N —intC(x)) # 0.

Tit d6 ta suy ra rang
(G(z,z) + C(x)) N (—intC(x)) # Dhay G(z,z) N (—intC(x)) # 0,

mau thuin véi gid thiét G(z, z) N (—intC(z)) = @ véi moi z € D.

Lap luan tuong ty, ta thiy ring trong truong hop G 1a C-gidng tya 161 trén
theo dudng chéo dbi véi bién thi hai ta ciing ¢6 G(z,x) N —intC(x) # B, mau
thudn véi G(z,z) C C(x). Vivay, ton tai j € {1,2,...,n} d6 0 € F(x,t;) va do d6
F 1a anh xa Q—KKM véi Q = D. Cudi cung, a4p dung He qua 2.3.1 véi D, P, Q
va F ta thay, ton tai T € D sao cho & € P(Z) vd 0 € F(z,t), v6i moi t € P(Z).
Diéu nay chi ra € M(t) véi moi t € P(Z) va do vay G(t,z) N (—C(t)) # 0 véi
moi t € P(Z). Ap dung két qua BS dé 2.4.2 v6i D thay bdi P(Z), ta c6 didu can
chiing minh. O

Lap luan tuong ty, ta thu duge két qua cho bai toan tia can bang Pareto

trén loai 2.

Dinh ly 2.4.7. Gid st D la tap con khong rong loi compdic cia khong gian X,
dnh xa P : D — 2P lién tuc vdi gid tri khong rong l6i dong. Vi gid st dnh za
da tri G : D x D — 2Y ¢6 gid tri khong rong, C : D — 2¥ la dnh za nén vdi
G(z,2) N C(x) # O vdi moi x € D, théa man cdc dieu kién sau:

i) Voite D, G(.,t): D —2Y la C-hemi lién tuc manh trén;

i) Voix € D, tap hop A= {t € D| G(z,t) C —C(x)} ddng trong D;
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iii) G la C-gid don diéu manh trén;
w) G la C-loi dudi theo duong chéo (hojc, C-giong tua loi dudi theo duong
chéo) doi véi bién thit hai.
Khi dé, ton tai & € D sao cho T € P(T) va
G(z,t) £ —(C(z)\{0}) vdi moi t € P(x).

Dinh ly 2.4.8. Gid st D la tap con khong rong loi compdic cia khong gian X,
dnh xza P : D — 2P lién tuc vdi gid tri khong rong loi déng, dnh xa G - D x D —
2Y' ¢6 gid tri khong rong, dnh xa nén C : D — 2 théa main G(x,x) C C(x) vdi

mot x € D va:
i) Voit € D, danh va G(.,t): D — 2Y la C-hemi lién tuc dudi;

i) Véixz e D, tap A= {t € D| G(z,t) N —C(x) # 0} déng trong D;

i1) G la C- gid don dieu yéu dudi;

w) G la C-10i trén theo duong chéo (hodc, C-giong twa 10i trén theo duong chéo)

doi vdi bién thii hai.
Khi dé, ton tai & € D sao cho T € P(T) va
G(Z,t) N —intC(Z) = O vdi moi t € P(T).

Chiing minh. Ta dinh nghia énh xa M : D — 2P va F: D x D — 2Y,

M(t) = {z € D| G(t,x) " —=C(t) # 0},t € D,
F(x,t) =z — M(t),(x,t) € D x D.

Vi véi t € D ¢6 dinh, tap hgp A déng nén tap B = {zx € D| 0 ¢ F(x,t)} 1a md
trong D.

n
Cho {ti,t2,...,t,} 1a tap con httu han tuy y trong D vh z = > ayt;, ; >
i=1

Ovéimoii € {1,2,...n},> a; = 1. Ta chi ra ring, ton tai i € {1,2,...,n}
i=1
sao cho 0 € F(z,t;). Gid st 0 ¢ F(x,t;), v6i moi i = 1,2,....,n hay G(t;,z) N

(—C(t;)) =0 v6ii=1,2,..,n. Tt G la C-gi& don diéu yéu dudi suy ra G(x,t;) N
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—intC(x) # 0 v6ii=1,2,...,n. Néu G 1a C-16i trén theo dudng chéo dbi véi bién
thi hai, ta suy ra

ZaiG(x,ti) C G(z,z)+C(x).

i=1
Ta co,

n

> ai[Gla,t) N —intC(2)] € > ;G (x, t;) N —intC(x)

i=1 =1

C (G(z,z) + C(x) N —intC(z)) # 0.
Tit d6 ta suy ra rang
(G(z,z) +C(x)) N (—intC(x)) # Dhay G(x,x) N (—intC(x)) # 0,

mau thudn véi gid thiét G(z,z) N (—intC(x)) = @ véi moi x € D.

Lap luan tuong tu, ta thiy ring trong truong hop G 1a C-gidng tya 16i trén
theo dudng chéo dbi véi bién thit hai ta ciing ¢6 G(z,x) N —intC(x) # B, mau
thudn véi G(z,z) C C(x). Vi vay, ton tai j € {1,2,...,n} d6 0 € F(x,t;) va do d6
F 1a 4nh xa Q—KKM véi Q = D. Cubi cung, ap dung He qua 2.3.1 véi D, P, Q
va F ta thy, ton tai £ € D sao cho T € P(z) va 0 € F(,t), v6i moi t € P(Z).
Diéu nay chi ra & € M(t) v6i moi ¢t € P(z) va do vay G(t,z) N (—C(t)) # O véi
moi t € P(Z). Ap dung B dé 2.4.2 v6i D thay béi P(Z), ta ¢6 didu cin ching
minh. ]

Dinh 1y 2.4.9. Gid sit D la tdp con khong rong loi compdc cia khong gian
X, dnh za P : D — 2P lién tuc vdi gid tri khong rong loi dong, dnh xa da tri
G : D xD — 2V ¢6 gid tri khong rong, dnh za nén C : D — 2¥ thdéa man
G(z,z) NC(x) # 0, vdi moi x € D vaz:

i) Voit € D, danh xa G(.,t): D — 2Y la C-hemi lién tuc trén;
ii) Voix € D, tap A ={t € D| G(x,t) C —C(x)} dong trong D;
i1) G la C- gid don dieu yéu trén;

iw) G la C-loi dudi theo duong chéo (hodc, C-giong tua 1oi dudi theo duong
chéo) doi véi bién thi has.
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Khi dé, ton tai & € D sao cho T € P(T) va
G(z,t) € —intC(x) vdi moi t € P(Z).
Chi y. Néu cic dieu kién sau théa man:
i) Anh za da tri G : D x D — 2Y ¢6 gid tri khong rong compic;
i) Voi x € D dnh za G(x,.) : D — 2Y la dnh za da tri C-lién tuc dudi;
iii) C: D — 2Y la danh xa non da tri véi gid tri déng,
thi voi v € D, tap A={t € D| G(z,t) C —C(z)} dong trong D.

That vay, gid st t, € A,t, — t, ta ¢ G(z,t,) € —C(x). Tt tinh C-lién tuc
dudi clia 4nh xa G(z,.) suy ra rang, véi moi lan can V cia goc O trong Y ta c¢6
G(z,t) C G(z,ty) +V —C(x).

Tu d6 ta ¢6 G(z,t) €V — C(x). Hon nita, tit G(x,t) 1 tap compiac va C(z) la
tap dong, ta c6 G(z,t) C —C(z). Vi vay, A déng trong D.

Tiép theo, ching to6i xét bai todn tua can bang yéu ma khong can cac diéu
kién C-gia don diéu, tuy nhién & day doi héi tinh lién tuc manh hon.
Hé qua 2.4.7. Gid sit D la tap con khong rong 1oi compdc cia khong gian X,
dnh za P : D — 2P lien tuc vdi gid tri khong rong loi dong. Cho dnh za non
da tri C - D — 2Y nita lién tuc dudi, dnh xa da tri G : D x D — 2Y vdi gid try
compdc, khong réng sao cho véi moit € D cb dinh, dnh za G(.,t) : D — 2V la
(=C)-lién tuc dudi. Gia si:
i) G(x,z) £ —intC(x) vdi moi x € D;
i) G la C- loi dudi theo duong chéo (hodc, C-giong tua 101 dudi theo duong
chéo) doi véi bién thit hai.
Khi do, ton tai z € D dé 7 € P(Z) va
G(z,t) N —intC(z) = 0, vdi moi t € P(T).
Chiing minh. Ta dinh nghia cac anh xa M : D — 2P F: D x D — 2P,
M(t) = {zx € D| G(z,t) N —intC(x) = 0},t € D,
F(z,t) = o — M(t),(z,t) € D x D.
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V6i mdi t € D,y € K ¢b dinh, ta chiing t6 tap B mé trong D, v6i
B={xeD|0¢ F(x,t)} ={x € D| G(x,t) N (—intC(x)) # 0}.

That vay, lay 2o € B. Tut d6 suy ra, v6i moi lan can V cia gbc trong Y,
ta c6 (G(zo,t) + V) N (=intC(xg)) # 0. T tinh chat (—C)-lien tuc dudi cia
G(.,t) suy ra rang c6 tdn tai lan can U; cia diém zq trong X sao cho G(z¢,t) C
G(x,t)+V+C(x0), véi moi x € Uy. Do G(z0,t) compéac va G(z,t)+V +C(xo) md,
nén ton tai lan can Vj clia gbe trong Y sao cho G (g, t)+Vy C G(x,t)+V +C(xp).
Do (G(xg,t)+ Vo) N—intC(xg) # 0 nén (G(x,t)+V +C(xo)) N —intC(xg) # 0. T
d6 suy ra (G(z,t)+V)N(—intC(z9)) = (G(z,t)+V)N(—=C () —intC(xg)) # O véi
moi V. Cung vdi G(x,t) compig, ta c6 duge G(x, t)N—intC(xg) # 0. Ngoai ra, do
anh xa nén C nita lién tuc dusi nén véi moi lan can V cia goc trong Y, ton tai lan
can U; cia xg sao cho C(zy) C C(z),Vz € U, va nhu vay, —intC(z) C —intC(x)
v6i moi x € Uy. Do G(z,t) N (—intC(zg)) # 0 nén

G(z,t) N (—intC(z)) # 0, véi moi x € U, U = U; N Us.

Diéu nay suy ra rang U C B vA tap B md.

Cho tap hop {t1,ts,...,t,} gom hitu han céc phan ti tuy ¥ trong D va z =
n n

aiti, o > 0,Vi € {1,2,....,n}, > a; = 1. Ta gid st rang 0 ¢ F(z,t;), v6i moi
i=1 =1

i=1,2,...,n hay G(x,t;) N—intC(y, z) # 0, véi moi i = 1,2, ...,n. Néu G la C-16i

trén theo duong chéo déi véi bién thit hai, ta suy ra

Zai [G(z,t;) N (—intC(z))] C

Z a;G(x, tz)] N (—intC(x))
C (G(z,x) +C(x)) N (—intC(x)) .

Tu d6, (G(z,z) 4+ C(z)) N (—intC(x)) # 0, hay G(z,z) N (—intC(z)) # 0, mau
thudn véi gia thiét G(z,z) N (—intC(x)) = O véi moi x € D.

Néu G la C-giéng tya 16i trén theo duong chéo d6i véi bién thi hai, ta suy
ra ton tai ¢ € {1,2,...,n} sao cho G(z,t;) € G(x,z) + C(x). Lap luan tuong
tu nhu trén, ta suy ra rang G(x,z) N (—intC(z)) # 0, mau thuin véi gid thiét
G(z,z) N (=intC(x)) = 0 v6i moi z € D. Nhu vay, ton tai j € {1,2,...,n} dé
0 € F(z,t;), nghia la F la anh xa Q-KKM véi @ = K.
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Cudi cung, van dung Dinh 1y 2.3.1 (ho#ic Dinh 1y 2.3.2) v6i D, P = P;,i =
1,2,Q va F, ta khing dinh, ton tai € D sao cho z € P(Z) va 0 € F(Z,t) véi moi
t e P(z). Tudésuyraz € M(t) véimoit € P(z) vado vay G(z,t)N—intC(z) =
0, v6i moi t € P(Z). O

Hé qua 2.4.8. Gid sit D la tap con khong rong 1oi compdc cia khong gian X,
dnh za P : D — 2P lien tuc véi gid tri khong rong 16i déng. Cho dnh za non
da tri C : D — 2¥ nia lién tuc dudi, dnh xa da tri G : D x D — 2Y vdi gid try
compic, khong rong sao cho véi moit € D, dnh va G(.,t) : D — 2 la (—C)-lién

tuc trén. Gid su:
i) G(z,x) € —intC(z) vdi moi x € D;

i) G la C- 1oi dudi theo duong chéo (hode, C-giong tua 107 dudi theo duong

chéo) doi vdi bién thi has.

Khi dé, ton tai T € D sao cho T € P(T) va
G(z,t) € —intC(z), vdi moi t € P(Z).

2.4.6. Céc bai toan bit dang thitc tya bién phan vécto

Phan tiép theo, ching t6i 4p dung cac két qua trong Muc 2.4.5 vao cac bai
toan bat ddng thic tua bién phan vécto tong quéat. Ta biét ring 1y thuyét bat
ding thitc bién phan vécto da dude nghien ctu khéi dau bdi Giannessi va sau do
trd thanh cong cu hitu dung cho viéc nghién citu 16p cac bai toan t6i wu vécto...
Ly thuyét ndy da tré thanh cong cu hitu hiéu dé giai nhiéu bai toan tdi wu vécto
va da dugc mé rong va phét trien manh mé trong nhitng nam gan day.

Cho X,Y 1 cac khong gian t6po tuyén tinh 16i dia phuong Hausdorff,
L(X,Y) la tap hgp tat ci cac anh xa tuyén tinh lien tuc tut X vao Y va ([, z)
la gia tri cua [ tai x, v6i | € L(X,Y),z € X. Cho K la tap con khong rong
16i compéc ciia khong gian topo tuyén tinh 16i dia phuong Hausdorff Z vi cho
DCX,C:D — 2¥ 1aanh xanén da tri, P: D — 2P, G : D — 2L5Y)
0:D x D — X la mot anh xa phi tuyén. Cac bai toan bat dang thic tua bién

phan vécto Pareto va yéu tong quat duge phat bidu nhu sau:
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1. Tim z € D sao cho © € P(z) vad (G(2),0(z,t)) € —C(Z2)\{0} v6i moi
t € P(z);

2. Tim z € D sao cho € P(z) va (G(Z),0(z,t)) N —C(z)\{0} = 0 v6i moi
t € P(z);

3. Tim z € D sao cho & € P(Z) va (G(Z),0(z,t)) € —intC(Z) v6i moi t €
P(z);

4. Tim & € D sao cho T € P(z) va (G(Z),0(Z,t)) N —intC(Z) = O véi moi
t € P(z).

Dé chitng minh sy tdn tai nghiém ciia cac bai toan trén, ching ta st dung cac

khai niém anh xa da tri gid don diéu md rong sau day:

Dinh nghia 2.4.3. i) Anh xa G : D — 255Y) duge goi 1a (C,0)- gid don

diéu yéu trén néu v6i mdi x,t € D,
(G(@), 6(x, 1)) € —intC(x) = (G (1), 6(t,)) C ~C(t);
ii) Anh xa G : D — 2LXY) duge goi 1a (C, 0)- gid don di¢u yéu dudi néu véi
moi x,t € D,
(G(@), 6z, 1)) N —intC(x) = 0 = (G(),0(t, 2)) N —C(t) £ 0
iii) Anh xa G : D — 2LY) duge goi 1a (C,0)- gid don dieu manh trén néu
véi moi x,t € D,

(G(2),0(z,1)) £ =(C(2)\{0}) = (G(1),6(1,2)) € =C(1);

iv) Anh xa G : D — 285 duge goi 1a (C, ) gid don diew manh dudi néu

véi méi z,t € D,
(G(x),0(x, 1)) N =(C(x)\{0}) = 0 = (G(t),0(t,x)) N —=C(t) # 0.

Ta thay rang, G 1a (C,0) - gid don digu yéu trén (yéu dudi, manh trén, manh
dudi) néu 4nh xa da tri F': D x D — 2Y xéac dinh bdi F(z,t) = (G(z),0(x,1))

14 C-gia don digu yéu tren (yéu dudi, manh trén, manh dudi, tuong ting).



64

Céc he qua sau day la su tdng quat héa cac két qua cia Fang Y. P. va
Huang N. J. dua ra trong tai lieu [21]. Phan chiing minh ctia chung ciing ¢6
thé suy ra truc tiép tir cac Dinh 1y 2.4.6, 2.4.7, 2.4.8 vh 2.4.9, v6i F(x,t) =
(G(x),0(x, 1)), (x,t) € D x D.

Hé qua 2.4.9. Cho D la tap con khong rong loi compdc trong khong gian X,
dnh za da tri P : D — 2P ¢6 gid tri khong réng 16i déng. Anh za phi tuyén
0: X xX — X, dnh xa da tri G : D — 2LX5Y) i dnh xa nén C 2 D — 2Y vdi

(G(z),0(z,z)) CC(x) vdi moi x € D. Gid sit cdc dicu kién sau théa man:
i) Vdit € D, dnh xa (G(.),0(.,1)) : D — 2Y la C-hemi lién tuc ly tudng trén;
ii) Voix € D, tap A ={t € D| (G(x),0(z,t)) C —C(x)} la déng trong D;
ii) G la (C,0)-gia don diéu manh dudi;

w) Anh za F: D x D — 2" zdc dinh bdi F(z,t) = (G(z),0(x,t)) la C-1di trén
theo duong chéo (hodc, C-giong tua loi trén theo duong chéo) doi vdi bién
thi has.

Khi dé, ton tai & € D sao cho T € P(T) va
(G(7),0(z,t)) N —(C(2)\{0}) = 0 vdi moi t € P(T).

Hé qua 2.4.10. Cho D la tdp con khong rong loi compdc trong khong gian X,
dnh za da tri P+ D — 2P ¢6 gid tri khong réng 16i déng. Anh za phi tuyén
0: X xX — X, dnh xa da tri G : D — 2EX5Y) i dnh xa nén C 2 D — 2Y wdi

(G(2),0(z,2)) NC(x) # O vdi moi x € D. Gid st cdc dieu kién sau théa man :
i) Vdit € D, anh xa (G(.),0(.,t)) : D — 2 la C-hemi lien tuc lyj tudng dudi;
i) Véix e D, tap A= {t e D| (G(z),0(z,t)) C —C(x)} dong trong D;

ii) G la (C,0)-gia don diéu manh trén;

) Anhza F: DxD — 2", zdc dinh bdi F(z,t) = (G(x),0(x, 1)), vdi méiz,t €
D, la C-1oi dudi theo duong chéo (hodc, C-giong tua l0i dudi theo duong
chéo) doi véi bién thit hai.
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Khi dé, ton tai & € D sao cho T € P(T) va
(G(7),0(z,t)) £ —(C(z)\{0}) vdi moi t € P(Z).

Hé qua 2.4.11. Cho D la tap con khong rong loi compdc cia X, dnh za da tri
P : D — 2P lien tuc vdi gia tri khong rong loi déng. Gia st cic dnh za da tri
G : D — 2EXY) 6 gig tri khong rong, 6 : D x D — X phi tuyén, C : D — 2¥
la. dnh xza non sao cho (G(z),0(x,z)) C C(x) vdi moi x € D, ching théa man

cic dieu kién sau:
i) Vit € D, danh za da tri (G,0(.,t)) : D — 2Y la C-hemi lién tuc dudi;
ii) Voix e D, tap A= {t € D| (G(x),0(z,t)) C —C(x)} la déng trong D;
i) G la (C,0)- gid don dieu yéu dudi;

w) Anh za da tri F : D x D — 2Y zdc dinh bdi F(x,t) = (G(z),0(z, 1)) la

C-loi tren (hodc, C-gidong tua 101 trén) theo duong chéo doi vdi bién thit hai.

Khi dé, ton tai & € D sao cho T € P(T) va
(G(z),0(z,t)) N —intC(T) = O vdi moi t € P(T).

Hé qua 2.4.12. Cho D la tap con khong rong loi compdc cia X, dnh za da tri
P : D — 2P lien tuc vdi gid tri khong rong loi déng. Gia si cic dnh za da tri
G : D — 285Y) 6 gid tri khong mong, 0 : D x D — X phi tuyén, C: D — 2 la
dnh za non sao cho (G(z),0(x,x)) NC(x) # O vdi moi x € D, ching théa man

cic dieu kién sau:
i) Véit € D, dnh xa da tri (G(.),0(.,t)) : D — 2Y la C(.)-hemi lién tuc trén;
ii) Voix € D, tap A ={t € D| (G(x),0(z,t)) C —C(x)} la déng trong D;
i) G la (C,0)- gid don diéu yéu trén;

w) Anh xa da tri F - D x D — 2¥ zdc dinh béi F(x,t) = (G(x),0(z,t)) la
C-1o1 dudi (hodc, C-giong tua 101 dudi) theo duong chéo dbi vdi bién thit hai.

Khi dé, ton tai & € D sao cho T € P(T) va
(G(z),0(z,t)) £ —intC(Z) vdi moi t € P().
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Chi ¥.

1) Néu v6i mdi x € D ¢b dinh, 4nh xa 6(z,.) : D — X lién tuc thi diéu kién

ii) cia He qué 2.4.10 (tuong tng, 2.4.9 — 2.4.11) xay ra.

2) Néu v6i mdi x € D ¢6 dinh, anh xa 0(x,.) : D — X tuyén tinh, thi diéu
kién iv) cta He qua 2.4.10 (tuong tng, 2.4.9 — 2.4.11) xay ra.

3) NeuY =R,C(z) = R" vdi G : D — X* 13 anh xa hemi lién tuc va don
diew; P(z) = D,0(x,t) =t — x, v6i moi z,t € D, thi He qua 2.4.10 trd
thanh: Ton tai Z € D sao cho (G(Z),t — ) >0,

(diéu nay tuong duong véi (G(t),z —t) > 0) v6i moi ¢t € D). (2.10)

Day chinh 13 bat dang thic bién phan Stampacchia (cling 14 bat dang thic
bién phan Minty) c¢d dién.

2.5 Su 6n dinh ciia cac tap nghiém ctia bai toan tya can bing tong

quat

Cho X,Z,D,K,Y,C nhu 6 cac muc truée, A,I', ¥ 1a cac khong gian topd
tuyén tinh 16i dia phuong Hausdorff, cic 4nh xa da tri P, : D x A — 2P véi
i =120 :DxDxI -28v F: KxDxDxYX — 2Y. Ta xét bai
toan tuya can bing tdng quat phu thuoc tham s6: Tim # € P(Z,)\) sao cho
0€ F(y,x,t,un) voi moit e Py(Z,\),y € Q(T,t,7).

Véimoi A€ A,pel,yeX tadit EN) ={x |z € Pi(x,\)}; M\, v, 1) =
{r €e D|xe€ E(N)va0 € F(y,z,t,u) véimoit € Pi(x,\),y € Q(x,t,7)}.
Trong Muc 2.3, ta da tim dugc didu kien da dé M (N, ~, u) # 0. Dudi day, ta sé
tim diéu kien da dé anh xa nghiém c6 cac tinh chat on dinh nhu: Tinh nia lién

tuc trén, tinh nia lien tuc dudi theo nghia ctia Berge doi véi céc bién (A, v, p).
Dinh ly 2.5.1. Cho (Ao, 70, 0) € A X I' X X, va gia su:

i) Py la dnh xa nida lién tuc trén, cé gid tri compdc, Py la dnh za nia lién tuc

dudi;

i) Q la dnh Ta nia lién tuc dudi vdi dnh compic;
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i) Tap A ={(y,z, A\, 7, 1) |z € E(N),0 € F(y,z,t,7) vdi moit € Pa(x,\),y €
Qz,t, )} la déng.

Khi do, anh za M la nida lién tuc trén va dong tai (Ao, Yo, to)-

Chitng minh. Trude hét, ta ching minh M la déng tai (Ao, Y0, o). Ta gid st
M khong dong, tic 1a ton tai day (za, Aas Yas ) — (%0, Ao, Y0, fo), VI To €
M (Ao, Ya, ha), To & M(Xo, Y0, pto). Ta ¢ z, € E(N,) cung véi tinh déng cia E
ta suy ra zg € E(N\g). Do x4 € M(Aa, Va, fla) NEN

0 € F(Yas Tay La, fa) V01 MOL o € Po(Ta, N, Yo € Q(Ta, ta)-

Mit khac, (Yo, Ta,ta) € D 1a tap compéic nén khong mat tinh tong quét ta co
thé gid thiét ¥, — Yo, Ta — 20,ta — to- Ta 6 (Ya, Tas ta, das Yas fla) € A VA
(Yo Ty tas Aas Yas o) = (Y0, o, Ty Aoy Yo, fo ), k€O theo (yo, o, to, Ao, Yo, po) € A.
Tt do, ta suy ra g € M (g, Y0, f0)- Ta c6 mau thudn. Vay 4nh xa M déng tai
(Xos Y05 1o)-

Bay gid, ta ching minh ring 4nh xa M : A x I' x ¥ — 2P 13 nita lien tuc
trén tai (Ao, Y0, to). That vay, gia st nguge lai, M khong la nita lién tuc trén tai
(Xos Y0, fo)- Khi d6, ton tai tap mdé U chia tap M (g, 7Y0, o) sao cho moi day
{( X, Yo, fa) } Dol tu dén (Mg, Y0, pto) déu ton tai x, € M (Na, Ya, fa), Ta & U. Do
P vi c6 gia tri compéc nén P; déng kéo theo E déng. Ta c6 thé gia thiét z, — xg
va nhu vay zg € E()\). Néu zg & M (Ao, Y0, pto) thi ton tai tg € Py(xg, No), %0 €
Q(o, to, Y0) dé

0 ¢ F(yo, xo,to, Ho)- (2.11)

Vi (24, Aa) = (20, \o), P2 nta lien tuc dudi tai (xg, \o), ta suy ra ton tai t, €
Py(7a, Aa),ta — to. VI Q la ntta lien tuc dudi tai (xg,t0,7v0) nén ton tai y, €
Q(Ta,tasVa)s Ya = Yo- VIZa € M(Aa, Yas fia) nén tasuy ra 0 € F (Yo, Ta, ta, fa)-
VI (Ya, Ta, tas Aas Yas o) —+ (Y05 To, to, Aos Y0, Ho)s Ta € E(Aa),ta € Po(Ta, M),
Yo € Q(Tastas tta); 0 € F(Ya, Ta, tas o) VA A déng nén ta suy ra

<y07 Zo, tO) )\07 Y0, MO) - A
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Diéu nay ching t6

Xy € E(/\o),
0 € F(yo, o, to, ko), to € Pa(0, Xo), Yo € Q(z0, to, tt0)-

Diéu nay mau thuan véi (2.11). Vay ta suy ra M la nita lién tuc trén. Vay dinh
Iy duge ching minh. O

Dinh 1y 2.5.2. Ta gid thiét:
i) E la anh za da tri nida lien tuc dudi tai Ao;
ii) Anh za Q nia lién tuc trén va nhan gid tri compdc;
iii) Py la dnh xa dong;
w) Tap A = {(y,z,t,\,v,;0) E DX DX DXAXT XX |xe€ P(x,\),0 ¢
F(y,z,t,\, vy, 1), t € Po(x,N),y € Q(z,t,u)} la tap dong.
Khi dé, M la anh za da tri nia lien tuc dudi tai (Ao, Yo, fto)-

Chatng minh. Ta gia st M khong nita lien tuc dudi tai (A, Yo, po). Tiic 13, t6n
tai day (Aas Ya» fa) — (Mo, Y0, Ho), tOn tai zg € M (Ao, Yo, o) dé véi moi z, €
M (Ao Yas fa), Ta 7 To- VI E ntta lien tuc dudi, g € E(Ng), A\ — Ao nén ton
tai !, € E(\a),2), — xo,2,, € M(Aa,Vas fla), (nhu & trén ta da thay, khong
c6 day ndo thuoc M(Aa, Va, fa) hoi tu t61 o). T d6, ta suy ra ton tai t, €
Po(2), Ma), Yo € Q2 ey ) dE 0 & F (Yo, T ta, Aas Yas o). VI Q nita lien tuc
trén véi &nh compéc, Py 1a anh xa dong va {t,} C D, {y.} C K la compéc tuong
déi, nén ta c6 the gia thiét y, — Yo, ta — to va yo € Q(xo, to, to), to € Po(z0, \o)-
Ta 6 (Yo, Tas tar Aas Yo Ha) € As (Yo, Tas tas Aas Yas Ha) = (Y0, o, to, Ao, Y0, Ho)-
Vay (yo, o, to, Mo, Y0, Ho) € A, titc 1a

0 ¢ F(yo, %o, to, to), xo € Pi(z0, Xo), to € Pa(x0, No), Yo € Q(xo, to, fo)-

Dieéu nay mau thudn véi zg € M (Ao, Y0, o). Vay dinh 1y duge chiing minh. [
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KET LUAN
Trong chuong nay, 6 cdc Muc 2.3 va 2.4 ching t6i dd chitng minh diéu
kién ton tai nghiém ctia bai toan tua can bang tong quat loai 2 vA cac bai toin
liéen quan nhu: bai toan tya can bang vo huéng, bao ham thic tya bién phan,
bai toan tya quan hé bién phan va dic bigt 1a cic bai todn tya can bang Pareto
va yéu loai 1 va loai 2, cac bai toan bat déng thic tya bién phan vécts. Phan
cudi chuong, Muc 2.5, chiitng minh tinh én dinh ctia tap nghiém ctia bai toin

tua can bang téng quat.



Chuong 3

BAI TOAN BAO HAM THUC
TUA BIEN PHAN PARETO HON
HOP

Nam 2004, Nguyén Xuan Tan [48] da md rong bat dang thic bién phan
Stampacchia, bat didng thitc bién phan Minty sang trudng hop vécto va trudng
hgp 4nh xa da tri, truong hgp mién rang budc luon luon & dang dong va dit
tén 1a bao ham thic tya bién phan 1y tudng loai trén v dudi. Cung nam do,
Nguyén Xuan Tén v Dinh Thé Luc [38] cling d4 md rong nhitng bat dang thiic
bién phan nay cho truong hgp tuong ty véi mién rang buoc ciing ludn bién dang
qua cic anh xa da tri khac nhau va dit tén cho ching 13 bao ham thitc tya bién
phan 1y tudng loai 2. Ta nhac lai cac bai toan nay qua ngodn ngit todn hoc nhu
sau:

Cho XY, Z 1a cac khong gian topo tuyén tinh 16i dia phuong Hausdorff. Gia
st D C X,K C Z la cac tap con khong rdng vd C' C Y la nén 16i, déng. Céac
anhxadatriS:Dx K =2 T:Dx K —28 P:D 2P Q: K xD — 2%
vaF:KxDxD—2Y,

1. Bai toan: Tim (z,y) € D x K sao cho
reS(z,y),yeT(z,y) va
F(y,z,t) C F(y,z,z) + C véimoi t € S(z,y),
duge goi 1a bai todn bao ham thic tua bién phan lij tudng trén loai 1.
2. Bai toan: Tim (z,y) € D x K sao cho

€ S(z,9),y € T(z,y) va

),y
(y,7,%) C F(y,%,t) — C véimoi t € S(z,7),

T
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duge goi 1a bai todn bao ham thic tua bién phan lj tudng dudi logi 1.
3. Bai toan: Tim € D sao cho
T e Px)vaF(y,z,t) C F(y,z,z) + C v6i moi t € P(z),y € Q(,1),
duge goi 1a bai todn bao ham thiic tua bién phan lij tudng trén logi 2.
4. Bai toan: Tim & € D sao cho
ze P(x)vaF(y,z,z) C F(y,z,t) —C véimoi t € P(2),y € Q(z,1),
duge goi 1a bai todn bao ham thitc tua bién phan ly tudng dudi logi 2.

Tuong ty, cac loai bai toan bao ham thic tya bién phan Pareto, thuc sy, yéu
ciing dugc nghién ciiu.

Nam 2012, Truong Thi Thuy Duong, trong luan an tién si clia minh, da
nghién cttu cic bai toan bao ham thitc tia bién phan ly tudng hdn hop loai 1
va loai 2 va da thu duge mot s6 két qua 1y thi, c6 ¥ nghia khoa hoc cao va da
cong b trén tap chi Journal of Global Optimization c¢6 uy tin trén thé gigi. Tuy
nhién tic gid mdi chi xét dugce cho nhitng 16p 4nh xa da tri gidng tya 16i. Lép
cac anh xa da tri 16i theo nén van chua duge xét dén. Cac dieu kieén khéac duge
xét trong bai bao dé kha chat. Trong chuong nay, ching ta sé nghién cttu bai
toan bao ham thitc tia bién phan Pareto hén hop véi cac dieu kien don gidn

hon.
3.1 Dit bai toan

Ta thuong gip bai toan thuc té sau: Cho hai cong ty A, B, trong dé cong ty
A chuyén san xuat hang tiéu diing va cong ty B chuyén tiéu thu hang. Hai cong
ty nay c¢6 quan hé hop téc véi nhau. Cong ty A ¢é tap chién luge D, cong ty B
c6 tap chién luge K. Sy thanh bai clia méi cong ty phuy thudc vao chién luge clia
ngudi 1anh dao. V6i mdi chién luge x € D,y € K, 1anh dao cong ty A c6 tap chi
dao S(x,y), lanh dao cong ty me ciia cong ty A c¢6 tap chi dao P(x), thué kinh
doanh 14 Q(z,t). Lanh dao cong ty B c6 tap chi dao truc tiép 1a T'(z,y). Muc
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tieu san xuat clia cong ty A dude bidu thi qua anh xa Fb, muc tieu kinh doanh
cia cong ty B dudc biéu thi qua anh xa F}.

Muc dich cua viéc hgp tac lam an cta ca hai cong ty la tim ra mot phuong
an san xuat, kinh doanh thong qua chi dao ctia lanh dao cong ty minh va déi

tac sao cho:

1) Hoat dong kinh doanh clia cong ty B khong bao gid roi vao tinh trang bat

on, v6i moi tieu chi chi dao T ctia lanh dao cong ty.

2) San xuét cta cong ty A khong bi mat can bang, véi moi tieu chi chi dao
P ciia lanh dao cong ty me, sau khi trit cac loai thué Q.
Ta c6 thé mo ta bai toan trén qua mo hinh toidn hoc sau day:

Cho X,Y,Y1,Ys, Z 1a cac khong gian topo tuyén tinh 16i dia phuong Haus-
dorff. Gid st D C X, K C Z la cac tap con khong réng va C; C Y;,i = 1,2, 1a
cac noén 161, déng. Ki hieu 24 1 tap hop cac tap con ctia tap hgp A. Cac anh
xadatri S:Dx K =20 T:Dx K —25:P: D —=2P Q: K xD — 25 va
Fi:KxKxD—=2" Fy: K xDxD — 2" taco cac bai toan sau:

1. Bai toan bao ham thiic twa bién phan Pareto hén hop trén-trén

Tim (Z,y) € D x K sao cho T € S(7,7),y € T(z,7),

Fi(y,v,2) € F1(9,9,%) — (C1 \ {0}) v6i moiv € T(z,y),
Fy(y,z,t) € Fo(y,z,z) — (Cy \ {0}) véi moi t € P(z),y € Q(z,1).

2. Bai toan bao ham thic tua bién phan Pareto hén hop trén-duéi
Tim (Z,7) € D x K sao cho T € S(7,7),y € T(Z,7),

Fi(y,v,2) Z (F1(,9,2) — (C1 \ {0})) véi moi v € T(z, §),
Fy(y,z,z) € Fo(y,z,t) + (C2 \ {0})) v6i moi t € P(Z),y € Q(z,1).

&I

3. Bai toan bao ham thitc tua bién phan Pareto hén hop duéi-trén
Tim (Z,7) € D x K sao cho T € S(z,7),y € T(z,7),
Fi(9,9,%) € F1(7,v,7) + (C1 \ {0})) véi moi v € T(Z,7),
Fy(y, x,t)  (Fa(y, 7,7) — (G2 \ {0})) véi moit € P(T),y € Q(z,1).
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4. Bai toan bao ham thic tua bién phan Pareto hén hop duéi-duéi

Tim (Z,y) € D x K sao cho = € S(z,7),y € T(z,7),

Fi(9,9,2) € Fi(g,v, %) + (C1 \ {0})) véi moi v € T(z,§),
Fy(y, 2,7) € Fo(y, 2,1) + (G2 \ {0})) véi moi ¢ € P(z),y € Q(z,1).

Nhan xét.

i)

i)

Néu S(z,y) = P(z) = D, T(z,y) = Q(z,t) = K véi moi x,t € D,y € K,
Fy, Fy la cac anh xa da tri théa man Fi(y,y,x) C Cy va Fy(y, x,z) C Cs v6i
moi (z,y) € D x K, thi bai toan bao ham thic tita bién phan Pareto hén
hgp trén - trén trd thanh bai todn can bang sau day: Tim (z,y) € D x K

sao cho

Fi(y,v,z) £ —(Cy \ {0}) v6i moi v € K,
F2<y,[1_f,t) g —(CQ \ {0}) véimoi t € D,y € K.

That vay, ta c6 —(C1\{0} € (F1(9,9,7) N C1 — F1(y,9,7) N C1 — (C1 \ {0}))
y,2)NCy — C1 — (C1\ {0})) € (F1(7,9,2) N Cy — (C1\ {0})) C
) — (C1\ {0}). Tu d6 ta suy ra riang

Fi(g,v,z) £ —(Cy \ {0}) v6i moi v € K.
Tuong tu, ta c6 Fy(y,z,t) € —(Cy \ {0})v6i moi t € D,y € K.

Khi cac anh xa Fy, Fy 1 nhitng 4nh xa don tri thi bon bai toAn nay tring
nhau. Khi 4y, ching tré thanh mot bai toan tya t6i uu Pareto hon hgp.
Hon ntta, néu S(z,y) = P(x) = D, T(x,y) = Q(z,t) = K, v6i mdi z,t €
D,y € K, thi céc bai toén trén tré thanh: Tim (z,y) € D x K sao cho
Fi(y,v,7) & Fi(9,9,7) = (C1\{0}) véimoi ve K,
Fy(y,z,t) & Fy(y,z,2) — (Co \ {0}) v6imoi t € D,y € K.

Diéu nay cho thay

Fl(?j?ga i‘) € PMin (Fl(ga K7 3_3)|Cl) va, F2(yai‘7j) € PMin (FQ(y7f7D)|C2) :
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iii) Néu Y7 = Y5 = R, khong gian cac s6 thyc va C' = R, tap cic s thuc

khong am, thi ta c6
Fi(y,v,2) >Fi(y,y,Z) véi moi v € K
va, Fy(y,z,t) > Fy(y,z,z)v6imoi t € D,y € K.

Dieu nay cho thay (7,7) 1a nghiem cta hé cac bai toan t6i vu.

iv) Khi Fj la 4nh xa hing, bai toan trén trd thanh bai todn bao ham thic tya
bién phan Pareto loai 2.
Khi F5 13 anh xa hing, chi can doi vai tro xvay, SvaT, D va K cho nhau,
bai toan trén tré thanh bai toan bao ham thic tya bién phan Pareto loai
1. Cac bai toan nay da duge Bui Thé Hung va Nguyén Xuan Tan xét dén
trong [26].

Ta cling ¢6 nhan xét tuong tu véi cac bai toan con lai. Muc dich cia chuong nay
14 tim céc diéu kién da cho viéc ton tai nghiém clia cic bai toan bao ham thiic
tya bién phan Pareto hdn hop néu trén.

Ta nhic lai mot s6 két qud sau, ching duge tng dung tryc tiép trong ching
minh sit ton tai nghiém clia cic bai toan bao ham thifc tya bién phan Pareto

hdn hgp.
Meénh dé 3.1.1. (|?]) Cho X, D va Y nhu trong dinh nghia trén, C CY la nén
va £ €C', F:D— 2",

i) Néu F la dnh xa da tri C -lién tuc trén (dudi) vdi gid tri khong rong compdc

yéu thi ham f : D — R dinh nghia bdi

= < >
f(z) nax £,z

la nita lien tuc trén (dudi) (tai xg € domF).

i) Néu F la dnh xa da tri C -lién tuc trén (dudi) vdi gid tri khong rong compdc
yéu thi ham g : D — R dinh nghia bdi

= min <&,z >
9(x) in, £,z

la nita lien tuc dudi (trén) (tai xo € domF ).
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Meénh dé 3.1.2. ([?]) Cho X, D,C,F va Y nhu trong ménh dé trén, £ € C'.
Néu F la dnh xa da tri C -16i trén (dudi) vdi gid tri khong rong compic yéu
thi ham f (tuong 1ing, g) dinh nghia nhu trén la ham 1oi.

3.2 Su ton tai nghiém

3.2.1. Bai toan bao ham thitc twa bién phan Pareto hén hop trén-
trén
Cho cac anh xa da tri S, T, P,Q va F;,i = 1,2 véi gia tri khong rong nhu

trong phan mdé dau.
Dinh 1y 3.2.1. Gid thiét cdic diéu kién sau théa man:
i) D, K la cic tdp con khong rong 107 compic;

i) S la dnh za cé gid tri khong rong 1oi va cé nghich dnh md, T la dnh za
da try lien tuc vdi cdc gid tri khong rong loi déng va tip A = {(z,y) €
D x K|(z,y) € S(x,y) x T(x,y)} la déng;

ii) P c6 nghich dnh md va P(x) C S(z,y), vdi moi (x,y) € A. Voit € D,

Q(.,t) : D — 2K la dnh xa nita lién tuc dudi vdi gid tri compic;

w) Anh za Fy, Fy ¢6 gid tri khong rong, compic yéu. Anh za Fy lo (—C))—
lien tuc trén va C1— lién tuc dudi; Vdit € D, dnh za Fy(.,.,t) la (—C5)-
lvén tuc trén va vdi y € K, dnh za da tr; No: K X D — 2Y2 dyge zac dinh
bdi Nao(y,x) = Fo(y, z,x) la Co—lién tuc dudi;

v) Véi (x,y) € D x K, dnh za Fi(y,.,z) : K — 2% la Cy— o7 dudi ( hodc,
Cy—giong twa loi dudi) va vdiy € K, dnh va Fy(y,.,.) : D x D — 22 [
Co-loi dudi theo duong chéo (hodc, Cy-giong tua 107 dudi theo duong chéo)
doi vdi bién thi hai.

Khi dé, ton tai (Z,7) € D x K sao cho T € S(7,7),y € T(Z,7),

Fi(y,v,2) € (F1(9,9,2) — (C1\ {0})) vdi moi v € T(z,y),
Fy(y,z,t) € (Fy(y,z,z) — (Cy \ {0})) vdi moi t € P(z),y € Q(,1).
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Chitng minh. Cho cac phiém ham tuyén tinh lien tuc & € C/Fi = 1,2 va
e > 0 tuy . Vi & lien tuc, ton tai lan can V' cia goc trong Y; sao cho &(V) C
(—%,£),4 = 1,2. Ta dinh nghia 4nh xa Hy : D x K — 25 Hy(z,y) = {y €

T(x,y)| max (&1,2) < max (&, 2) véimoiv € T(x,y)}.
z€F1 (y,y',x) z€F1(y,v,x)

V6i mdi (z,y) € D x K, trudc hét, ta chi ra rang Hy(z,y) la tap khong rong.
That vay, (z,y) € D x K,T(z,y) 1a tap compic, ap dung Ménh dé 3.1.1 véi
D=T(z,y) va F = Fi(y,.,x) ta ¢6 ham f:T(z,y) — R,

flv) = max (&,z),

z€F1(y,v,x)

14 ham nta lien tuc dudi. Vi vay ton tai ' € T'(z,y) sao cho f(y') = nTl(m )f(v).
veT (z,y

Tu do, ta suy ra

max (&1,2) < max (&, 2) véi moi v € T(z,y) vay € Hi(z,y).
z€F1 (y,y',x) 2€F1(y,v,x)

Hon nita, véi (z,y) € D x K, ta chi ra ring Hy(z,y) 1a tap 16i. That vay, cho
vy, vy € Hi(z,y) va A € [0,1]. Do tap T'(z,y) 1a 101, ta suy ra Ay; + (1 — \)yh €
T(z,y),

IN

max V4 max Z
zZ€F1 (y,y},x) <€1’ > z€F1(y,v,x) <€1, >,

max (£,2z) < max  (&,2) véi moi v € T(z,vy).

z€F1 (y,yh,x) z€F1 (y,v,x)

Néu Fi(y, ., z) Ia anh xa C1-161 dudi, ta c6
Fi(y, Ayy + (1= Nya, ©) S AFi(y, 97, 2) + (1= A Fi(y, ya, ) — Ch.

Diéu nay kéo theo

max ,2) < A max ,2)+ (1 —A) max 2,
cen e T S e e F (1Y) max (6,7
va do db
max ,2) < max ,2) véimoi v € T'(z,y).
ZGFl(y,/\yiHl*A)yé,x)(& ) < ZGFl(y,v,w)<€1 ) (:9)

Vay, \yi + (1 — Nyy € Hi(z,y) va vi vay Hy(z,y) 1a tap 16i.
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Néu Fi(y, ., z) la anh xa C}— gidng nhu tua 16i dudi, ta co

Fi(y, \yy + (1 = Ny, ) S Fi(y, yp, ) — Ch,
hodic, Fi(y, \y; + (1 — N)vh,z) C Fi(y,ys, x) — Ch.

Trong ca hai truong hop, ta déu suy ra

max 1,2) < max 1,2) véimoiv € T'(x,y).
ZeFl(y’)‘yiHl*/\)yé@)(g’ > z€F1(Z/,v,:B)<€7 > ( 7y)

Nhu vay, Ay; + (1 — N)yh € Hy(x,y) va Hi(z,y) 1a tap 1oi.

Tiép theo, ta ching t6 rang Hy la 4nh xa dong. Cho x4 — ,ya — Y, Y., €
Hi(za,Ya),yh — . Tachira y' € Hy(z,y). That vay, t v, € T(xq,ys) va T 1a
dnh xa nita lién tuc trén véi gia tri dong ta c6 vy € T'(z,y). Ty, € Hi(Za, Ya),
ta co

max  (£,2) < max  (§1,2) v8i moi v € T (x4, Ya)-
ZGFl(ya,y{x,ma) ZGFl(youvvat)

V6i v € T(z,y), do T nita lien tuc dudi, ton tai v, € T(Za, Ya) sao cho v, — v.
Ta co

max 2y < max 2y v6i moi «.
261‘11(ya,y£mm)<€17 >_ ZGFl(ya,va,wa)@l’ > '

Vi F} la 4nh xa (—C1)— lién tuc trén va C1— lien tuc dudi, ton tai chi s6 ag sao

cho
Fi1(Ya, Vo Ta) € Fi(y,v,x) +V — C; v6i moi a > ay,
Fi(y,y,2) C Fi(Ya, ¥ Ta) +V — Cy v6i moi a > .
Tu do,
max , 2 <  max ,2) 4+ 5,
zeF (ya,’Ua,xa)<£1 > - ZGFI (yﬂ}»w) <£1 > 2
max L2y < max ,2) + £ vl moi a > .
zEFl(y,y’,x)<£1 > - zEFl(ya,y’a,xa)<£1 > 2 0
Vi vay,
max ,2) < max ,2) + €
z€F1(y,y’,x)<£1 > z€F1 (y,v,z) <€1 >
hay, max (&,2) < max (&, 2) v6i moi v € T'(x,y).

z€F1(y,y ) 2€F1(y,v,x)
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Ta suy ra 3 € Hi(z,y) va anh xa H; déng. Do K compic nén ta khang dinh
H; 1a anh xa nita lien tuc trén véi gia tri khong rong 161 déng.

Ta khang dinh tap hop A’ = {(z,y) | * € S(x,y),y € Hi(z,y)} déng. That
vay, gla st rang oo, — T, Yo — ¥, Ta € S(Ta,Ya), Yo € H1(Ta,ya). T d6 ta suy
ra o € S(ZTa,Ya)sYa € T(Ta,ya). VI A = {(z,y) | z € S(z,y),y € T(z,y)}
la tap doéng, nén x € S(z,y) y € T(z,y). Do Hy la anh xa da tri dong va
Yo € Hi1(Za,Ya); (TasYa) = (2,9), tacéy € Hi(z,y). Vi vay, v € S(z,y),y €
Hi(z,y).

Tiép theo, ta dinh nghia 4nh xa M; : D — 2P,

M (z) = {t € P(x)] max (&,z) > max (&,z) véi y € Q(:c,t)}.

z€F (y,z,x) z€F (y,z,t)
Ta chi ra rang M; c¢6 nghich &nh md va véi moi x € D,z ¢ coM;(x). That vay,
ta thay rang

My(z) = {t € D| max )<€2,Z> > max )(52,,2) Vil y € Q(a:,t)} N P(z).

z€F (y,x,x z€F (y,x,t

V6i méi t € D, ta cb

M (t) = {3: € D| max (&,z) > max )<§2,2> Vil y € Q(:C,t)} NP 1),

z€F (y,x,x) z€F(y,x,t
Ta dit B(t) = {:U € D| max (&,z) > max (£,2) véiy € Q(x,t)} :
z€F(y,z,x) 2€ s (y,x,t)
Tru6e hét ta chi ra rang B(t) 14 tap md trong D. Xét tap

D\B(t) = {x € D| max (&,z) < max <&,z> véimoi y€ Q(x,t)}.
z€F> (y,x,x) 2€F3(y,z,t)

Cho z,, € D\ B(t) va x, — . Tachira x € D\ B(t). That vay, ttt z, € D\ B(t),
ta co

< ,z) v6i moi y € 1).
el 8 ) S B B2 OOl v € Qe

Liy tuy v v € Q(x,t). Do Q(.,t) : D — 2K Ia ntta lién tuc dudi, ton tai
Yo € Q(xq,t) vOi yo — y. Vi tinh Cy—lién tuc dudi ciia anh xa Ny va (—Cs)—lién

tuc trén ctia Fy(.,.,t), ta suy ra véi moi lan can V ctia gbc trong Ys, ton tai o
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sao cho

N

FQ(%%‘T) FQ(yomxaa:Ca)—{_V_CQ?

FQ(yavxont) - Fz(y,$,7f)+V—Cz vil inO&ZCkl.

Diéu nay dan dén

max (&, 2) < max (&, 2) véi moi y € Q(x,t),

ZGFQ(:%:U?:C) ZEFQ(?J,JL‘,t)

va x € D\ B(t). Cho nén D \ B(t) la tap con déng ctia D va B(t) la tap con
mé trong D. Nhu vay, M, '(t) = B(t) N P~1(t) 1a tap md v6i moi t € D, nghia
la 4nh xa M; ¢6 nghich anh mé.

Hon nita, gid st ton tai # € D sao cho x € coMi(x). Khi d6 ton tai

n n

ty,ta, ..., tn € Mi(z) sao cho z = > ity > 0,5 a; = 1. Diéu nay suy ra
i=1 i=1
max (£2,2) > max (&, z) v6i y; € Q(x, ;). (3.1)
2€F>(y;,x,T) 2€F (yi,x,t;)

Mat khéc, néu Fy(y, .,.) 1a Cy-16i dudi theo duong chéo ddi véi bién thit hai, ta

z

CO

n
Fy(y,z,z) C ZoszQ(y,x,tj) —Cy v6imoiy e K.
j=1

T do suy ra

max (&9,2) < ~ max (€2, 2)
z2€F (y,z,x) z€ Y, ajFa(y,xt;)—Ch
j=1

< max  max (&,2) v6imoi y € K.

.]:17"'777‘ ZJGFQ(:U)xatj)
Diéu nay mau thuan véi (3.1).
Néu Fy(y, .,.) 1a Cy-gidng tya 161 dudi theo dudng chéo dbi véi bién thi hai,
ton tai chi $6 j € {1,...,n} sao cho Fy(y,z,z) C Fy(y,x,t;) — Cy v6i moiy € K.
T do, ta suy ra

max (£1,2) < max (£, 2) v6i moi y € K, mau thuan véi(3.1).
z€F> (y,x,ﬂﬂ) z€F> (y,l’,t]‘)

Trong cé hai truong hop, ta c6 x ¢ coMi(x) v6i moi x € D.
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Nhu vay, S,T, H; va M; thdéa man cac gid thiét ctia Dinh 1y 1.2.5. T do,
ton tai (Z,7) € D x K sao cho T € S(Z,7),y € Hi(Z,y) va S(Z,y) N My (z) = 0.
Ta suy ra z € S(z,y),y € T(Z,y) va

max (&,2) < max (&, 2z) véi moi v € T(Z,7). (3.2)
2€F1(7,5,T) 2€F1(g,v,T)

Va, v6i moi t € P(Z) tacot € S(Z,y) vat ¢ Mi(Z). Vi vay, ta co

max (&,2) < max (&, z) véi moi y € Q(Z,1).
z€F>(y,Z,T) 2€F5(y,T,t)

Ta s chi ra Fi(y,v,z) € Fi(y,y,z) — (C1 \ {0}) v6i moi v € T(Z, ). Gid st ton
tai v* € T(Z,y) sao cho

Fl(ga U*,J_?) - Fl(yvga f) - (Cl \ {0})
Tu do, ta suy ra

max (£2,2) < max (&, z), mau thuan vdi(3.2).
2€F1(§,0*,T) 2€1(7,9,%)

Nhu vay, ta ¢6 z € S(z,7),7 € T(Z,7),
Fi(y,v,2) € Fi(y,9,%) — (C1 \ {0}) v6i moi v € T(Z, 7).
Lap luan tuong tu, ta dugc
Fy(y,z,t) £ Fo(y,z,T) — (Cy \ {0})v6i moi t € P(Z),y € Q(Z,1).
Ta c6 diéu phai chitng minh. ]

3.2.2. Bai toan bao ham thic twa bién phan Pareto hén hop trén -
dudi
Cho cac dnh xa da tri S, T, P,Q va F;,i = 1,2 véi gia tri khong rong nhu
trong phan mdé dau.

Dinh 1y 3.2.2. Gid si cdc dieu kién sau duge théa man:

i) D, K la cdc tap con khong rong loi compic;
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i) S la dnh za cé gid tri 101 khong rong va cé nghich dnh md. T la dnh zq
da tri lien tuc vdi cdc gid tri khong rong, loi, déng va tip A = {(z,y) €
D x K|(z,y) € S(z,y) x T'(z,y)} dong;

iii) P c6 nghich anh md va P(x) C S(x,y) vdi moi (x,y) € A. Voit € D,

Q(.,t) : D — 2K la dnh wa nita lien tuc dudi vdi gid tri compdic;

i) Anh za Fy la (—Ch)— lién tuc trén va Cy— lién tuc dudi vdi gid tri khong
rong, compaic yéu. Véi moit € D co dinh, dnh za Fy(.,.,t) la (—Cy)- lien
tuc dudi va véi moi y € K ¢6 dinh, dnh xa da tri Ny : K x D — 2¥2 zdc
dinh bdi No(y,z) = Fy(y, x,x) la Co—lién tuc trén;

v) Véi (z,y) € D x K, dnh za Fi(y,.,x) : K — 2" la O1— loi dudi (hodc,
Cy—giong tua loi dudi) va véiy € K, dnh za Fy(y,.,.) : D x D — 2%
la Cy-10i trén theo duong chéo doi vdi bién thit hai (hodc, Cy-giong tua 1o
trén theo duong chéo doi vdi bién thit hai).

Khi dé ton tai (Z,y) € D x K sao chox € S(z,9),y € T(Z,7),

F1(9,9,%) € (F1(g,v,7) + (C1 \ {0})) vdi moi v € T(Z,7),
Fo(y, 7,1) € (Fa(y, 7, %) — (Co \ {0})) vdi moi t € P(%),y € Q(7,1).

Ching minh. Lap luan tuong ty Dinh 1y 3.2.1 v6i Hy = H; va M; thay bdi
MQ D — 2D,
My(z) ={t € P(z)] min ({,2) < min (&, 2), voi y € Q(z,1)}.
2€F>(y,x,t) z€F (y,z,x)

]

3.2.3. Bai toan bao ham thic tuya bién phan Pareto hén hop duéi -
trén

Dinh 1y 3.2.3. Cho cic anh za da tr; S, T, P,Q va F;,i = 1,2 vdi gid try khong

rong nhu trong phan md dau.

Gid st cic dieu kién sau dude théa man:

i) D, K la cic tdgp con khong rong 107 compdc;



82

i) S la dnh za cé gid tri 101 khong rong va cé nghich dnh md; T la dnh za
da tri lien tuc vdi cdc gid tri khong rong lov déng va tap A = {(z,y) €
D x K|(z,y) € S(z,y) x T'(z,y)} dong;

iii) P c6 nghich dnh md va P(x) C S(x,y) vdi moi (v,y) € A. Vdit € D,

Q(.,t) : D — 2K la dnh xa nita lién tuc dudi vdi gid tri compic;

) Anh xa Fy, Fy ¢6 gid tri khong rong compic yéu. Anh za Fy lo Cy— lién tuc
tren va (—Cy)— lién tuc dudi. Vit € D, danh za Fy(.,.,t) la (—Cy)- lien
tuc trén va véi moiy € K, dnh za da tri Ny : K x D — 2¥2 zdc dinh bdi
No(y,x) = Fa(y, x,z) la Co—lién tuc dudi;

v) Véi (z,y) € D x K, dnh za Fi(y,.,z) : K — 2" la C1— 1oi trén (hodc,
Cy—giong tua loi trén) va véi y € K, dnh za Fy(y,.,.) : D x D — 2¥2 [
Co-10i dudi theo duong chéo doi vdi bién thit hai (hodc, Cy-giong tua 1o
dudi theo duong chéo doi vdi bién thit hai).

Khi dé, ton tai (Z,) € D x K sao cho T € S(7,7),y € T(Z,7),

Fi(y,y,%) Z (F1(9,v,2) + (C1 \ {0})) vdi moi v € T(Z, ),
Fy(y,z,t) € (Fy(y,z,z) — (Cy \ {0})) vdi moi t € P(z),y € Q(,1).

Chatng minh. Phan ching minh dinh 1y tuong tv nhu Dinh 1y 3.2.1 v6i Hy, M,
thay bsi Hz : D x K — 25 My : D — 2P,

Hy(z,y) ={y € T(z,y)] min (&,2) < min (&,2) véimoiv € T(z,y)}
z€F1(y,y',x) z€F (y,v,x)

va Ms(z) = {t € P(x)| o Mhax m)<£2,z> > hax t)<§2, z) véi y € Q(z,1)}.

]

3.2.4. Bai toan bao ham thic tya bién phan Pareto hén hop duéi -
duéi
Cho cac anh xa da tri S, T, P,Q va F;,i = 1,2 véi gia tri khong rong nhu

trong phan mdé dau.

Dinh ly 3.2.4. Gid st cdic dieu kién sau théa man:
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i) D, K la cdc tap con khong rong loi compic;

i) S la dnh za cé gid tri khong rong loi va c¢é nghich dnh md; T la dnh zq
da tri lién tuc vdi cdc gid tri khong rong lov déng va tap A = {(z,y) €
D x K(z,y) € S(z,y) x T(x,y)} déng;

iii) P ¢6 nghich anh md va P(x) C S(z,y), vdi moi (x,y) € A. Vdi t € D,

Q(.,t) : D — 2K la dnh wa nita lien tuc dudi vdi gid tri compic;

i) Anh za F\, Fy ¢6 céc gid tri khong rong compdc yéu. Anh za Fy la Cy— lien
tuc trén va (—Ch)— lién tuc dudi. Véi t € D, danh za Fy(.,.,t) la (—Cy)-
lvén tuc duor va vdi y € K, dnh xa da tr; Ny : K X D — 2Y2 vqc dinh bdi

No(y,z) = Fa(y, x,x) la Co-lien tuc trén;

v) Véi (z,y) € D x K, dnh va Fi(y,.,z) : K — 2" la C1— [6i trén (hodc,
C—giong tya loi trén) va véi y € K, dnh xa Fy(y,.,.) : D x D — 2¥2 [a
Co-l0i trén theo duong chéo doi vdi bién thi hai (hodc, Ca-giong tua loi trén

theo duwong chéo doi vdi bién thit hai).

Khi dé, ton tai (Z,y) € D x K sao chox € S(7,7),y € T(Z,y),

Fi(y,9,2) € (F1(y,v,2) + (C1 \ {0})) vdi moi v € T(%,7),
Fy(y,z,2) € (Fa(y,z,t) + (C2 \ {0})) vdi moi t € P(Z),y € Q(Z,1).

&I

Chiing minh. Ta dinh nghia anh xa Hy: D x K — 25 M, : D — 2P,

Hy(z,y) ={y € T(z,y)] min (&,2) < min (&, 2) véimei v € T(z,y)}
z€F1(y,y',x) z€F (y,v,x)

va My(x) ={t € P(x)] min (£,2) > min )(52,z> voi y € Q(z,t)}.

z€F(y,z,x) z€F(y,x,t
Chtng minh dinh 1y nay cling hoan toan tuong tu nhu ching minh Dinh ly
3.2.1 v6i Hy, My 1an lugt duge thay boi Hy, My. ]
Cha y.
Gia st cac gid thiét cia cac Dinh 1y 3.2.1-3.2.4 duge théa man trix 1) va 411)
(tuong ing) dugce thay bai:

i’) S 1a 4nh xa nita lién tuc dudi véi gia tri khong rong, 16i;
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iii’) P la dnh xa nia lién tuc dudi va P(x) C S(z,y) véi z € S(x,y),y € T(z,y)
va tap con A ={(z,y) € D x K|(z,y) € S(z,y) x T(x,y)} dong.

Khi d6, két luan clia cac dinh 1y trén van ding.

Chatng minh. Cho U 13 co s6 lan can 161 déng ctia gbc trong khong gian X va
NueuU = {0}. V6i mdi U € U, ta dinh nghia dnh xa da tri Sy : D x K —
2P Py D — 2P,

Su(z,y) = (S(z,y) +U)ND,Py(x) =(P(z)+U)ND,x € D,y € K.

Ta thiy ring S;;'(t) 1a céc tap md trong D x K, P (t) 1a cac tap md trong D
voi moi t € D va tap A = {(z,y) | x € Sy(x,y),y € T(x,y)} dong. Vi vay, tas
ca cac dicu kién clia cac Dinh 1y 3.2.1- 3.2.4 ddi v6i cac anh xa Sy, Py, T, Q va

Fy, Fy duge théa man, tic 1a ton tai (Zy,ju) € D X K sao cho

Ty € SU(inayU)ayiU € T(I}]Jf[]),
Fi(yu, v, 2v) € Fi(yu. yu,2v) — (C1 \{0}) véimoi v € T(zu,yu),
FQ(yv I_Uat) g FQ(y;ZE_U,x_U) - (02 \ {0}) vl m01 te P('CC_U)ay € Q('r_Uat)‘

Do D, K compic, khong giam tinh tong quét, ta c6 thé gia st ring Ty hoi tu
t6i T va gy hoi tu y khi U that dan. T tinh déng ciia tap A ta suy ra diéu can
ching minh. O

3.3 Mot sb bai toan lién quan

3.3.1. Heé bao ham thiic twa bién phan Pareto.

Tiép theo, cho cac anh xa da tri S,T va F;,1 = 1,2 v6i gia tri khong rdng
nhu trong phan md dau, ta xét cidc bai toan hé bao ham thic tya bién phan
Pareto nhu sau:

1. Hé bao ham thic tya bién phan Pareto trén-trén loai 1

Tim (Z,y) € D x K théa méan: z € S(z,7),y € T(Z,7),
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2. Hé bao ham thic twa bién phan Pareto trén-duéi loai 1
Tim (Z,y) € D x K théa méan: z € S(z,7),y € T(Z,7),

Fi(5,0,7) € F1(§,5,7) — (C1\ {0}) véi moi v € T(z,7),
Fo(§,2.%) € (Fa(f, 7,1) + (Cs \ {0})) vi moi ¢ € S(z,7).

3. Hé bao ham thitc tuwa bién phan Pareto duédi-duéi loai 1
Tim (Z,7) € D x K théa man: z € S(z,7),7 € T(Z,7),

Fi(y,9,7) € (Fi(g,v,2) + (C1\ {0})) véi moiv € T(z,y),
Fy(y,2,2) £ (F2(y,2,1) + (C2\ {0})) véi moi t € S(z,7).
Duéi day ta chi ra mot sé dicu kién dé ton tai nghiém cho cac hé loai nay.
Dinh 1y 3.3.1. Gid si cdc dieu kién sau duge théa man:
i) D, K la cdc tap con khong rong loi compic;
i) Cdc dnh za S va T lién tuc véi gid tri khong rong loi déng;

iii) Anh za F; la (—Cy)— lién tuc trén va C;— lien tuc dudi vdi gid tri compdic
khong rong, i = 1,2;

i) Véi (z,y) € D x K, dnh za F\(y,.,z) : K — 2" la Cy— loi dudi (hodc
Cy—giong tua loi dudi) va dnh va Fy(y,x,.) : D — 22 la Cy-16i dudi (hodc

Co-gidng tua loi dudi).
Khi dé, ton tai (Z,y) € D x K sao cho x € S(z,9),y € T(Z,y),
Fi(g,v,7) £ F1(9,9,7) — (C1\ {0}) wdi moi v € T(z,7),
Fy(y,z,t) € Fo(y,z,z) — (Cy \ {0}) vdi moi t € S(z,7).
Chitng minh. Cho & € Ci7i = 1,2 va e > 0 tuy 3. Tt &,i = 1,2, lién tuc, ton

tai lan can V clia gbc trong Y sao cho &(V) C (—%, %) Ta dinh nghia anh xa
H;i:Dx K — 25 i=1,2, béi

Hi(z,y) ={y € T(z,y)] max (£,2) < max )(51, z) véi moiv € T'(z,y)},

ZEFl(y7y/7‘T) ZGFl(y,’U,x
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Hy(z,y) = {2’ € S(z,y)] max (&,2) < max (£,2) véimoit € S(z,y)}.
z€F (y,z,x") z2€F1(y,x,t)

Bang 1ap luan tuong ty nhu trong Dinh 1y 3.2.1, ta duge H;, ¢ = 1,2 13 anh xa da
tri nita lien tuc trén véi gid tri compéc 16i khong réng. Xét anh xa G : D x K —
DK Gz, y) = Hy(z,y) x Hi(z,y), (z,y) € D x K. Khi d6, G ciing 1& mot
dnh xa ntta lien tuc tren voi gia tri 101, compéc, khong réng. Ap dung Dinh 1y
diém bat dong Ky Fan, ton tai (Z,7) € D x K sao cho (Z,7) € G(z, 7). Tt dé
suy ra T € Ho(Z,y) va y € Hy(Z,y) va khi dé

7 € 5(z,9).7 € T(@. ),

Fi(y,v,2) € Fi(y,9,z) — (C1 \ {0}) v6i moi v e T(z,7),

Fy(y,z,t) € Fy(y,z,2) — (Cy \ {0}) véi moi t € S(z, 7). O

Dinh ly 3.3.2. Gid st cdc dieu kién sau dugc théa man:
i) D, K la cic tdp con khong rong 107 compic;
i) Cdc dnh za S va T lién tuc vdi gid tri khong rong, loi, déng;

iii) Anh za Fy la (—Ch)— lién tuc trén va Cy— lién tuc dudi vdi gid tri khong
rong, compic yéu; Anh za Fy la (—Cy)— lien tuc dudi va Co— lien tuc trén

vdi gid tri khong rong, compic yéu;

i) Véi (z,y) € D x K, dnh za F\(y,.,z) : K — 2" la C,— loi dudi (hodc
C1—gidng tua 10i dudi) va dnh va Fy(y,z,.) : D — 2¥2 la Cy-loi trén (hodc

Co-giong tua loi trén).

Khi dé, ton tai (Z,y) € D x K sao cho x € S(z,7),y € T(Z,y),

]

Fi(y,v,

F2(g7'f7

) Z (Fl(g7j7j) - (Cl \ {O}>> vdi moi v E T<fvg)7
) L (Fa(y,z,t) + (Cy \ {0})) vdi moi t € S(z,7).

5]

Ching minh. Lap luan tuong tu Dinh 1y 3.3.1 véi

Hy(z,y) ={y' € T(z,y)] _max (§,2) < max (&, z)véimoiv e T(x,y)},

2€F(y,y ) 2€F1 (y,v,x)

Hy(z,y) = {2 € S(z,y)] min (&,2) < min (&, 2) véimoi t € S(x,y)},
z€F> (y,x,x’) 2€F1 (y,z,t)

ta c6 diéu can ching minh. O
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Dinh 1y 3.3.3. Gid si cdic dieu kién sau théa man:
i) D, K la cic tdp con khong rong 107 compic;

i) Cdc dnh za S va T lién tuc véi gid tri 101 khong rong déng;

iii) Anh za Fy lo (C)— lien tuc trén va (—C;)— lién tuc dudi vdi gid tri khong
rong compic yéu, i = 1,2;

i) Véi (z,y) € D x K, anh za Fi(y,.,x) : K — 2Y1 la Cy— loi trén (hodc
Cy—giong tua 10i trén) va dnh za Fy(y,x,.) : D — 2¥2 la Cy-10i trén (hodc

Cy-gidng tia loi tren).

Khi dé, ton tai (Z,y) € D x K sao cho x € S(z,7),y € T(Z,y),

8|

) £ (F1(g,0,2) + (CL\{0})) wdi moiv € T(z,7),
) Z (F2<g,ﬂ_3,t) + (CZ \ {0})) vdi mor t € S(jmg)

Fl('ga
F2(g7

Ng|

Y
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Chitng minh. Lap luan tuong tu Dinh 1y 3.3.1 véi

Hi(z,y) =4y € T(z,y)] min (&,2) < min (&,2)véi moiv € T(x,y)},
ZGFl(y,ylvx) ZEFl(yv'va)

Hy(z,y) ={2' € S(z,y)] min (&,2) < min (&, 2) véi moi t € S(z,y)},
z€Fs (y,x,x’) 2€F1 (y,z,t)

ta c6 diéu can chiing minh. O

3.3.2. Bai toan twa can bing Pareto hén hop

Trong cac Dinh 1y 3.2.1 — 3.2.4, néu bd sung them diéu kien Fy(y,y,r) C C;
va Fy(y,z,z) C Co v6i moi (z,y) € D x K, thi ta c¢6 cac két qua cho cac bai
toan tya can bang Pareto hén hop.

Bai toan tua can bing Pareto hén hgp trén trén.
Dinh ly 3.3.4. Gid st cdic dieu kién sau théa man:
i) D, K la cdc tap con khong rong loi compic;

i) S la dnh za cé gid tri 101 khong rong va cé nghich dnh md, T la dnh zq
da tri lien tuc vdi cdc gid tri khong rong lor déng va tap A = {(z,y) €
D x K|(z,y) € S(z,y) x T'(z,y)} dong;
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iii) P c6 nghich dnh md va P(x) C S(x,y) vdi moi (z,y) € A. Vdit € D,
Q(.,t) : D — 2K la dnh wa nita lien tuc dudi vdi gid tri compdic;

i) Anh za F1, Fy ¢6 gid tri khong rong compdc yéu. Anh za F1 la C1— lien
tuc dudi va (—Ch)— lién tuc trén. Véi t € D, anh za Fy(.,.,t) la (—C5)-
lien tuc trén va vdi y € K, dnh za da tri Ny : K x D — 2¥2 zdc dinh bdi
No(y,z) = Fy(y, x,x) la Co—lien tuc dudi;

v) Véi (z,y) € D x K, dnh za Fi(y,.,x) : K — 2" la C1— loi dudi (hodc,
Cy—giong tua 10i dudi) va vdi moiy € K, dnh za Fy(y,.,.) : D x D — 22
la. Co—101 dudi theo duong chéo doi vdi bién thii hai (hodc, Co—gidng tua
101 dudi theo duong chéo doi véi bién thi hai).

vi) Vi (v,y) € D x K, Fi(y,y,z) C C1 va Fy(y,z,x) C Ca.

Khi dé, ton tai (Z,y) € D x K sao cho x € S(z,9),y € T(Z,y),

By, v,2) £ =(C1\ {0})) vdi moi v € T(z,7),
Fy(y,z,t) £ —(Cy \ {0}) vdi moit € P(Z),y € Q(z,1).

Chatng minh. Theo Dinh ly 3.3.1, ton tai (z,7) € D X K sao cho T € S(z,7),¥ €
T('i:? g)?

Gid sl ton tai v* € T(Z,y) théa man Fi(gy,v*,z) € —(C; \ {0}). Tu d6 suy ra
Fﬂg,’lﬁ,f) g Fl( ; 73—:) - FN@,@,@) - (Ol \ {O})
C Fi(y,9,2) — C1 — (C1\ {0})
g Fl(gmga ‘f) - (Cl \ {0})7

Ney|
N

<

ta ¢c6 mau thuan. Vi vay,
Fi(g,v,z) Z (—Cy \ {0}) v6i moi v € T'(z, 7).

Tuong tu, ta c6 Fy(y,z,t) € —(C2 \ {0}) =0 véi moi t € P(z),y € Q(z,t). O
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Bai toan tya can bing Pareto hén hgp trén duéi.
Dinh ly 3.3.5. Gid st cdic dieu kién sau théa man:
i) D, K la cic tdgp con khong rong 107 compdc;

i) S la dnh za cé gid tri khong rong loi va cé nghich dnh md, T la dnh zq
da tri lién tuc vdi cdc gid tri khong rong loi déng va tap A = {(z,y) €
D x K|(z,y) € S(z,y) x T(z,y)} la dong;

iii) P c6 nghich anh md va vdi (x,y) € A, P(x) C S(z,y). Vdit € D, Q(.,t):

D — 25 la dnh za niae lien tuc dudi vdi gid tri compdc;

i) Anh za F1, Fy ¢6 gid tri khong rong compic yéu. Anh za F1 la Ci— lien
tuc dudi va (—Ch)— lién tuc trén. Vit € D, dnh za Fy(.,.,t) la (—Cq)-
lién tuc trén va vor y € K, anh xa da try Ny : K X D — 2Y2 vqc dinh bdi

No(y,z) = Fy(y, x,x) la Co—lien tuc dudi;

v) Véi (z,y) € D x K, dnh za Fi(y,.,x) : K — 2" la O1— loi dudi (hodc,
Cy—giong tua loi dudi) va vdiy € K, dnh va Fy(y,.,.) : D x D — 2¥2 [
Co-10i dudi theo duong chéo doi vdi bién thit hai (hodc, Cy-giong tua 10
dudi theo duong chéo doi véi bién thi hai).

UZ) Vo (l’,y) €D x K7 Fl(yaywq;) - C(1 va FQ(yawi) - C’2-
Khi dé, ton tai (Z,y) € D x K sao chox € S(z,9);y € T(Z,y);

Fi(y,v,7) € =(Cr\ {0})) vdi moi v € T(7,9),
Fa(y,z,t) N —(Cy \ {0}) = D vdi moi t € P(Z),y € Q(T,1).

Lap luan tuong tu, ta c6 cac két luan cho cac bai toan tita can bing Pareto
hdén hgp con lai.

Trong cac vi dy sau, cho D, K lan lugt 1 cac tap con khong réng clia cac
khong gian topo tuyén tinh 16i dia phuong Hausdorff X, Z. Cho C 1a nén 10i,
déng, nhon trong khéng gian topo tuyén tinh 16i dia phuong Hausdorff Y.
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Vidu3.3.1. Cho N : DxK — X* M : Dx K — Z*1a cac anh xa lién tuc. Cac
anhxa fi: DxD =Y fo . KXDxD —=Y,g:DxD —R h: KxDxD — R.
Ta dinh nghia cdc anh xa S : D x K 2P T:Dx K = 2K P . D = 2P i =
1,2,Q : D x D — 2K nhu sau:

S(z,y) = {z € D|(N(z,y),t —2) > 0,%t € D},
T(z,y) ={ve K|(M(z,y),w—v) >0Vwe K},
Pi(z) = {t € D|g(x,t) < 0}, Py(z) = {t € D|g(x,t) < 0},
Q(z,t) = {y € K|h(y,z,t) < 0}.
Xét bai toan: Tim (Z,7) € D x K sao cho
1) z€S(x,y),y€T(79),
2) [(Z,y) & [1(z,5) — (C\{0}) v6i moi y € T(Z, 7),

3) f2(y7j7t> g—f f2<y73_37f) - (C \ {0}) vél moi t € P2<f)7y S Q(Q_},t).

Bai toan nay la truong hop dic biet ciia mot trong bén bai toan hén hgp dau
tien. Khi z € S(z,¥),y € T(z,%) ta thay z 14 nghiem cta bat ding thic bién
phan (N(Z,9),t —Z) < 0v6i moi t € D, va ¢ 1a nghiém ctia bat ding thiic bién
phan (M(z,y),w —g) < 0véi moi w € K.

Vi vay, bai todn nay c6 thé coi nhu bai toan téi uu Pareto trén tap nghiém ciia
bat dang thic bién phan. Dinh 1y vé su ton tai nghiém ciia bai toan nay suy
tit cdc 4nh xa trén théa man cac tinh chat ciia mot trong bén dinh 1y: Dinh 1y
3.2.1- Dinh 1y 3.2.4.

Vi du 3.3.2. Cho R,Q : D x K — X*,S : D x K — 2P, Bai toan: Tim
z € S(z,y) sao cho (R(z,y),v —y) > 0v6i moiv € S(z,y) véi

S(z,y) = {u € D|(Q(z,y),v —u) > 0véi moiv € D},

duge goi la bai todn bat ding thitc bién phan trén tap nghiém ciia bai toan bat
dang thic bién phan. Bai todn nay duge nghién citu trong (|5], [27]), 1a truong
hgp dic biét clia cac bai toan bao ham thic tya bién phan Pareto hdn hop khi
Fi(y,v,x) = (R(z,y),v —y), (y,v,z) € K x K X D, F5(y,z,t) = a € Y, 1a mot
hang s6, vdi (y,z,t) € K x D x D va z thay béi y, T thay bdi S.



91

Vidu 3.3.3. Anhxa f: Dx D —R,S; = {u € D|f(u,v) > 0véi moi v € D}.
Bai toan: Tim z € Sy sao cho (R(Z,y),v —y) > 0 véi moi v € Sy, duge goi
Ja bai toan bat ding thitc bién phan trén tap nghiém ciia bai toan can bing va
ciing 1a truong hgp riéng cua cac bai todn da xét ¢ trén. (Dat S(x,y) = {u €
D|f(u,v) > 0v6i moiv € D}, (x,y) € D x K, Fy, F5» nhu Vi du 3.3.2).

Vidu 3.3.4. Choanhxa f: D — D,Sf={t € D|(f(z) —t,z —x),Vz € D}.
Bai todn: Tim z € Sf sao cho (R(z,y),v — y) > 0 v6i moi v € Sy, duge
goi 13 bai toan bat ding thiic bién phan trén tap nghiém ctia bai todn diém
bat dong va ciing 1a trudng hop riéng ciia céc bai toan da xét G tren. (Dab
S(x,y) = {t € D|(f(x) —t,z —x)Vz € D}, (z,y) € D x K, Fy, F, nhu Vi du
3.3.2). Trong Chuong 4, chiing ta sé xay dung thuat todn tim nghiém cho dang

bai todn nay.

KET LUAN

Trong chuong nay, ching toi dit ra cac bai todn bao ham thitc tya bién
phan Pareto hon hop gitta loai 1 va loai 2. o) Muc 3.2 va 3.3, chiing ta ching
minh diéu kien da dé cac bai toan d6 ton tai nghiém va tng dung vao cac bai
toan hé bao ham thic tia bién phan Pareto loai 1 va bai todn tya can bang

Pareto hon hgp.



Chuong 4

PHUGNG PHAP LAP TIM
NGHIEM BAI TOAN BAT PANG
THUC BIEN PHAN

4.1 Gidi thiéu bai toan

Céc bai toan tita can bing tong quat mudn dua vao ting dung trong céc linh
vite khac nhau clia cuoc séng thi sau khi biét ching c¢6 nghiém, ta phai xay dung
duoc thuat todn dé tim ra nghiém. Nhu ta da trinh bay, cac ching minh ciia cac
két qua ton tai nghiem, cbt 16i déu diya vio cac dinh 1y diém bat dong Ky Fan,
Browder - Ky Fan va céac bién thé ciia chung. Rat tiéc, cho t6i nay, cac thuat
toan dé tim cac diém bat dong loai nay van con dang bé tic va dang mong chd
st quan tam cla cac nha toan hoc trén thé gisi. Trong khuon kho ctia luan an,
chiing t6i quan tam t6i viec tim thuat toan dé giai bai toan bat dang thic bién
phan ¢d dién: Cho khong gian Hilbert X véi tich vo hudng (-, -) va chuan || - ||,
D 1a tap con khéc rong trong X, anh xa don tri G : D — X. Tim z € D sao
cho

(G(z),x — %) >0,V € D, (4.1)

Bai todn bat dang thitc bién phan (4.1) da duge Stampacchia nghién citu dau
tien trong [30], sau d6 bai toan da dugc nghién citu rong rai va ¢6 nhiéu tng
dung trong phuong trinh dao ham rieng, diéu khién t6i wu, t6i vu hoa, 1y thuyét
phuong trinh, co khi, tai chinh,... (xem [30], [57]).

Trong mot s6 trudng hop, ta thudng xét bai toan bat ding thitc bién phan

¢O dién ma mién rang budc
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v6i D;, i € I 1a ho nao d6 cac tap con khéc rong trong khong gian Hilbert X.
o) day cac tap D; c6 thé cho dang hién nhu cac hinh cau, khong gian con,...,
nhung ciing ¢6 thé duge cho dang an nhu tap nghiém clia bai toan diém bat
dong ctia anh xa khong gian, 4nh xa gia co chat hay tap nghiém cta bai toan
can bang,... Trong chuong nay, ching toi sé dua ra phuong phap lap tim nghiém
ctia bat dang thitc bién phan trong trudng hop tap chap nhan duge D 1a tap
diém bat dong chung ctia mot ho hitu han cic anh xa khong gidn trong khong

gian Hilbert. Bai toan c6 thé phat bidu nhu sau: Tim T € D sao cho

(G(x ),x >ZOVIED

T,(%) =7i=12.,N 2

5]

Y

v6i N e NNT;, : D — D,i = 1,2,..., N, la cac anh xa khong gian. Tic la, bai
toan tim nghiém clia bat dang thitc bién phan trén giao clia tap cac diém bat
dong chung cta ho cac 4nh xa khong gian 7;,0 = 1,2, ..., N.

Néu ta dinh nghia anh xa da tri P, P, : D — 2P nhu sau:

P(z)={teD:(Ti(x) —t,x —y) >0, véimoi i = 1,2,....,n,y € D},

Pyz)={teD: (Ti(x) —t,x —y) >0, véimoi i =1,2,...,n,y € D},

va Fy,z,t) = (G(x),y —t) — Ry, y,z,t € D.

Dit K = D,Q(x,t) = D. Ta xét bai toan tya can bing tdng quat loai 2: Tim
T e D,z e P(x),0€ F(y,z,t) v6i moi t € Py(Z),y € Q(Z,t). Néu bai todn nay
c6 nghiém z thi ta duge € P(z). Tic la

(T;(x) =z, 2 —y) >0, v6imoiy € D,i=1,2,....n

Lay y = T;(z),i = 1,2, ...,n, ta suy ra (T;(Z) — z,Z — T;(Z)) > 0, hay || T;(Z) —
T |<0. Ta két luan Ty(z) = 2,1 =1,2,....,n. T4 0 € F(y,z,t), v6i moi
t € Po(Z),y € Q(,t), ta suy ra (G(Z),y — ) > 0, v6imoi y € D. Tic la, = la
nghiém ctia bai toan bat déng thiic bién phan (4.2).

Ngudc lai, néu z 1a nghiem ctia bat ding thitc bién phan trén giao clia tap
tat ca cac diém bat dong clia cac anh xa T;,7 = 1,2, ..., N, thi hién nhién Z ciing

la nghiém clia bai toan tua can bing tong quat loai 2 néi trén.
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Ngoai ra, bai toan (4.2) cling ¢6 thé phat bidu dusi dang mot bai toan tua
can bing trén tap nghiém clia ho bai toan can bang: Tim 7 € D,z € Py(Z) sao
cho Fy(y,z,t) > 0vap(Z,t) > 0,i=1,2,..., N, v6i moi t € P»(Z),

6 day Fo(y,a.) = (Ga),y — 1), pr(a,) = (Ti(a) — v, — 1)1 = TN,

Cho X 13 mot khong gian Hilbert thic, tap con D € X, {T;}Y | 1a ho hitu
han anh xa khong gian tit D vao D, ki hiéu Fix(T) = {vr € D : « = Tx}. Nam
2001, dé tim phan t p € NN, Fiz(T;), Xu H. K. vh Ori R.G. dua ra mot phuong

phap lap an trong [52]. Cu thé, cac tac gid dua ra day lap {x},
xg € D cho truée tuy v,
(4.3)
T = Brwp—1 + (1= B)Tiwrr, k>1,

v6i {Btizy € (0,1), day T = T, od v

mod lay gia tri trong tap {1,2,---, N}, va chiing minh két qué sau:

vGi cac s6 nguyén n > 1, v6i ham

Dinh ly 4.1.1. Cho X la khong gian Hilbert thuc va D la tap con khdc rong,
10i, dong trong X. Cho N € N {T;}Y, la N dnh za khong gian trén D sao
cho D = NN, Fix(T;) # 0. Cho xg € D va {Bx}32, la day trong (0,1) sao cho
limy 00 B = 0. Khi d6, diy {xy} wdc dinh bdi (4.3) hoi tu yéu tdi diém bat dong

chung ctia ho hitu han dnh za khong gian {T;}Y,.

Ngoai ra, Zheng L.C. va Yao J.C. (|55]) da dua ra phuong phéap lip an dudi

day:

x9 € X tuy ¥,

T = Berr—1 + (1 — Be) [Tire — AepF (Tigar)], k> 1.
Dinh 1y 4.1.2. Cho X la mot khong gian Hilbert thuc, vor L,m > 0, dnh za
F : X — X la L-Lipschitz lien tuc va n-don dieu manh. Cho {T;}X, la N
anh xa khong gian trén X sao cho D = NY Fiz(T;) # 0. Cho u € (0,2n/L?),
cho ryg € X, {\}2, C [0,1) va {Bx}52, C (0,1) théa man cdic dieu kién:
Sk <ocwvaa< B <Bk>1,vdia,p € (0,1) nao dé. Khi dé, day {xy}
zdc dinh bdi (4.4) hoi tu yéu tdi diém bat dong chung cia ho dnh va {T;}Y .

(4.4)

RO rang, tu Y, Ay < 00 ta ¢ Ay — 0 khi k — oo.
Trong muyc tiép theo cia luan an, ching toi xay dyng phuong phéap lip giai
bai todn bat dang thitc bién phan (4.2) cho két qua hoi tu manh véi diéu kién
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gidm nhe cho tham sd g, thay diéu kien Y ;- A < oo bdi diéu kien A\, — 0
khi £ — oo.

4.2 Phuong phap lip an trén tap diém bit dong chung ciia ho hitu

han cac anh xa khong gian trong khong gian Hilbert.

Cho khong gian Hilbert X va anh xa G : X — X cdc tham s6 pu € (0,2n/L?)
vat € (0,1),{\},{B/} C (0,1), sao cho

M —0,khi t—0 va 0<liminfp <limsupBl <1,2, i=1,2,---, N.
t=0 t—0
(4.5)
Day lap {z:} xéc dinh bdi

v =Tz, T':=TiTL..T!, te(0,1), (4.6)
v6i anh xa T} : X — X,
T'ita:: (1—5§>$+ﬂZTz$7 1=1,2,--, N, Tgy: (I_)‘t:U’G>y7 :C,yGX (47)

Dinh ly 4.2.1. Gid thiét rdng dnh za G la L-Lipschitz lién tuc va n-don diéu
manh, vdi cdc hing s6 L,n > 0 nao dé, {T;}Y., la N dnh xa khong gian tren X
sao cho D = NN Fix(T;) # 0. Khi dé, day suy rong {z¢} zdc dinh bdi (4.5)-(4.7)
hoi tu manh téi nghiem duy nhat T cia (4.2) (véi D = X ).

Chatng minh. Tt Menh dé 1.1.2, ta c6

1T — Thy|| < (1 — Ne?)|| Tk Tix — Tx.. Ty
< (1= N7)||T}.. Tix — TF ... iy (4.8)
<@ =Xn)|Tiz =Tyl < (1= Az —yll Yo,y € D.

Vi vay, T" 1a 4nh xa co tréen X. T Nguyén ly anh xa co Banach, ton tai thanh
phan duy nhat z; € X sao cho z; = T'z; v6i moi t € (0,1).
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Tiép theo, ta sé& chi ra rang, day {z;} bi chin. That vay, véi z € D ¢b dinh,

ta co Tix =x véii=1,2,---, N, vi vay

2 — || = | T"x; — 2| = | T*2; — Ty Ti|
< (L= M) T Ty, — Ty T + Mpl|G ()]

< (A= NIy Tiwe — Ty Thal + A G(2) |

< (= NPT} Thwy — TY .. Tz + || G(20)]|

(4.10)
< (1= M) Ty — Tzl + Apl| G () |
< (1= N7z — 2| + Mepl| G ()]
Tit do,
lae = all < Zl1G(@)] (4.11)
titc 1a day {z;} bi chan vk vi vay, cac day {G(y™M)}, {yi},i =1,2,---, N ciing bi
chin, véi
v = (1= B))x + By T,
vi = (L= 8y + B Tay
. . o (4.12)
v =0 =80y + BTy
v = =680y T+ B Ty
va
vy = (I = \puGyp. (4.13)

Hon nita, ta c6
|z — z]|* = ||(I — \pG)yy — x|
= ly — zl|” = 220 (G () y — x) + NP Gy)])?
<y =2l = 200G YY) Y — 2) + NP Gy
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<y = 2l* = 220G ), vy — ) + NP |Gy

< e — 2 = 20{G (g, ), 9" — @) + MR |Gy
Vi vay,

Atpt
nllye = l* +{G@), 5" — =) < =~ 1G I (4.14)

Dé don gian, ta dit y) = x; va chiing minh ring

it — Ty~ Y| — 0, khit — 0 véii=1,2,---, N. (4.15)
Cho {tx} C (0,1) la day tuy ¥ hoi tu t6i 0 khi & — oo v x := z4,. Ta phéi

chitng minh rang |yl — Ty, '|| — 0, & day yi. dude dinh nghia béi (4.12) véi

t =ty va y; = y;, . Lay day con {2/} clia {z}} sao cho

lim sup i — Ty~ | = Jim i — Tig ™| (4.16)

k—o0

Lay day con {x,} cta {x;} sao cho

lim sup ||z — 2| = lim ||z, — 2. (4.17)
k—o00 J—o0

Tu (4.13) vd Ménh dé 1.1.1, ta suy ra riang

lzk, — 21> = (I = My F )yt —
<y = =l* = 20,1 F (w)), xr; — )
= (1= By " =) + B (T, ' = T
— 2, 1 F (g, oy — )
< =By =2l + BN Ty~ — T (4.18)

< lyp " = zl* = 20 F (yi), wx; — )
<<l — 2l = 20 F (), o, — )
< ka; - 37”2 - 2Aij<F(yl]€\§)7xkj - $>

Vi vay,
lim ||z, — 2| = lim ||y, — 2|, i=1,---,N. (4.19)
Jj—00 ! Jj—00 7
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Ap dung Menh d& 1.1.1, ta ¢6
Ik, = =l* = (0 = By, )uig " + By, Ty — =
= (1= B )yt — 2l + 65, 1 Ty, ' — =l
= B, (1= Bi)llvk, — Tiyi P
< (1= Bi)lly, " —2l® + B llyi, ' — 2
= B, (L = Bi)llvk, — Ty, P
Iy — 2l — 8, (= Bl — TP
=y, —2l® = B, (U= i) i, — T, P

= flax, — all? = B, (L~ Bk, — TP i =12 N,

(4.20)

Khong gidm tinh tong quat, ta ¢ thé gid st a < Bf < B v6i a, 8 € (0,1). Khi
do, tir (4.20) ta ¢

IN

a1 = B)llyk, — Ty, ' II° < Mo, — 2l* = llyi, — . (4.21)
Cung véi (4.19) ta suy ra
T o, — Tl P =0, =12, N (4.22)
Mit khéac, cung véi (4.12), ta co
ly; = Tyl = (1 = B)ly ™" = Tigy - (4.23)

Do0<a<pB<pB<ltaduge|lyy ' —Tw, | - 0khit - 0véii=1,---,N.
Tiép theo, ta chi ra rang ||z; — Tjzy|| — 0 khi ¢ — 0. Trong trudng hop i = 1 ta
c6 Y = xp. Vivay, ||v; — Tiay]| — 0 khi t — 0. Hon nita,

lyy = Tiaell = (1 = B))lwe — Tae| (4.24)
va ||z — Thae]| — 0, ta c6 ||yf — Tixy|| — 0. Vi vay, tu
e =yl < llwe — Tzl + | Taze — ;|
ta suy ra ||z, — y}| — 0 khi t — 0. M#t khac,

i — Toyi | = (1 = B)lyi — Toye || — 0
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va
1

(1= B))lys — @l + BEl| Toys — xe]|
(1-
2
;

By — xoll + BN Toyy — ye |l + llyy — ),

ta khang dinh rang ||y? — 24| — 0 khi ¢t — 0. Do

lyf — 2]l <
<

lwe = Towel| < [le — g7l + 1|97 — Toyy | + | oy — Toe|
< llwe = yill + 17 = Toyi | + llyy — @l
va ||ze — v2|, |lv? — Toytll, [yt — x¢|| = 0, ta b ||zy — Thae|| — 0. Nhu vay, ta c
we — Tiagl| = 0, v6ii=1,2,-- -, N va ||yl — || = 0 khi t — 0.
Gia st {z1} 14 day con ndo d6 cia day {z;} hoi tu yéu t6i & khi k — oo. Khi
do, ||zg — Tiwg|| — 0, v6i i = 1,2,- -+, N va {y)} cling hoi tu yéu t6i . Tit B6
dé 1.1.3, ta c6 7 € D = NN, Fiz(T;) va tit (4.14), ta suy ra

(F(x),z—2) >0 VxeD.

Tit 2,7 € D, bang cach thay x béi tx + (1 — t)7 trong bat dang thiic cudi cling
v6i tham bién ¢t va cho t — 0, ta dudgc

(F(z),x—2) >0 VreD.

Do z trong (4.2) 1a duy nhét nén ta ¢6 & = z. Cudi cung, thay z trong (4.14)
béi Z, ta suy ra {z;} hoi tu manh. Ta c¢6 diéu phai chiing minh. O
Tiép theo, chiing t6i md rong két qua trén d6i véi ho cdc 4nh xa gid co chit.

Dinh nghia 4.2.1. Anh xa S : X — X dudc goi 1a y-gid co chdt néu ton tai
hing s6 v € [0, 1) sao cho

1Sz = SylI* < |z = yI* + v = S)x — (I = S)yl*, Va,y € X.

Ta da biét trong [56] rang mot anh xa T : X — X xdc dinh béi Tx =
ar + (1 — a)Sz véi a € [y,1) ¢ dinh véi moi € X, Ia 4nh xa khong gian va
Fiz(T) = Fiz(S). St dung két quad nay, ching t6i md rong két qua clia minh
trong trudng hop D = NY, Fix(S;), véi S; 13 ;-gid co chit, 5 € [0,1),i =1, N.
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Cu thé, cho a; € [, 1) 1a céc 86 ¢6 dinh. Khi d6, D = NN, Fiz(T}) véi Ty =
gy + (1 — ;) Syy 1a céc anh xa khong gian, véi i =1,2,-- -, N, va do vay 17,

Ty = (1— By + BTy

. | (4.25)

14 cac anh xa khong gian. Va ching toi c6 két qua sau,

Dinh ly 4.2.2. Cho G : X — X la anh xa L-Lipschitz lién tuc va n-don diéu
manh, vdi L, la nhimg s6 thuc duong. Cho ~; € [0,1),i = 1,N, ho dnh xa
{S;Y¥, gom N dnh xa ~y;-gid co chit tréen X sao cho D = NN Fix(S;) # 0. Cho
i € [, 1), 1 € (0,2n/L?) va cho t € (0,1),{\}, {8} C (0,1), nhu trong Dinh
ly 4.2.1. Khi do, day {x:} zdc dinh bdi

xp=Tloy, TU:=TiT4.. T!, t€(0,1),

¢ day T!, véii=1,2,--- N, dugc dinh nghia bdi (4.25) va Tix = (I — \puG)z,
hoi tu manh téi nghiem duy nhat T cia (4.2).

Ta da biét trong [4] ring Fiz(S) = D 6 day S = SN, 65 v6i & > 0 va
Zi]\il & =1v6i N anh xa {S;}¥, Ia 7;-gia co chit. Hon nita, S 1a 4nh xa y-gid
co chit v6i v = max{~,; : 1 <i < N}. Vi vay, ta ¢6 két qua sau.

Dinh ly 4.2.3. Cho G : X — X la anh xa L-Lipschitz lién tuc va n-don diéu
manh vdi L,n > 0 nao d6. Cho {S;}., la N dnh za v;-gid co chit trén X thda
min D = NN Fix(S;) # 0. Cho a € [y,1), ¢ diy v = max{y; : 1 <i < N},
w € (0,2n/L*) va cho t € (0,1),{\},{B:} C (0,1), sao cho

A —0,khi t—0 wa 0<liminf §; <limsupf; < 1.
t=0 t—0

Khi dé, day {x}, zdc dinh bdi

N
mp=To, T=THA-BA—-a)I+B(1—a)) &S), te(01),
i=1
¢ day T} = (I — MpG), & > 0 va Zf\il & =1, hoi tu manh téi nghiém duy nhat
T cia (4.2).
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Vi duy. Cho Cf, Cs 1a cac tap déng 16i trong khong gian Hilbert H. Bai toan
tim p, € C; N Cy ¢6 chuan nhé nhét, tic 1a tim sao cho

P 2
x) = O —
©(p«) 1§g@¢<>VIwm ]|

Bai toan trén tuong duong véi

(F(ps),p—pse) 20,

v6i moi p € Cy N Cy, F(x) = ¢'(x) = 2z 1a d4nh xa 2-Lipschitz lién tuc va 1-
don digu manh. V6i moi t € (0,1), lay A\, = 3 — 0. Khi d6, day {x;}, z; =
(I —=MNF).(anI+(1—an)Tn). (a1 I+ (1 —an-1)TN-1)...(a1 ]+ (1 — aq)T1) x4,
voi {T;},i = 1,2,..., N la ho hitu han d4nh xa khong gian tréen H, hoi tu manh
téi p, = 0 1a nghiém duy nhét ctia bai toan da cho.

Ngoai ra, chiing toi ciing xét bai todn bat ding thitc bién phan trén tap diém
bat dong chung ctia ho vo han cac anh xa khong gidn trong khong gian Banach:

Cho D la tap con khac rong, 161, déng trong khong gian Banach X, anh xa don
tri £/ : D — X va ho vo han cac anh xa khong gian T, : D — D,i=1,2,...,n

Anh xa J tit X vao X* la anh xa d6i ngiu chudn tic,
(J(z) ={2" € X" : (@, 2%) = [[z|l[|z"]] va& [[2%] = [[=]}).
Bai toan dudc phat bieu: Tim T € D sao cho

(F(7)

T (

=l

J( )>>0Vx€D

4.26
=7,1=1,2,. ( )

3

Chiing t6i da dua ra mot phuong phap lap an méi dua trén phuong phéap lip
Krasnoselskii-Mann, phuong phap lip Halpern va cac phuong phap xap xi mém
ctia Moudafi va tim duge nghiém cho bai toan (4.26) véi =1 — A, (A la 4nh
xa co yéu trén D, D 13 mot tap con 16i, déng trong mot khong gian Banach thuc
phan xa va 16i chat véi chuan kha vi Gateaux déu). Két qua nay da duge cong
b6 trong bai béo [2] trong danh muc cong trinh da cong bé lien quan dén luan

z

arll.
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KET LUAN

Trong chuong nay, & Muc 4.2, chiing t6i da dua ra phuong phap lip an tim
nghiém ctia bai todn bat déng thitc bién phan trén tap diém bat dong chung ctia
mot ho hitu han cac anh xa khong gian trong khong gian Hilbert va mdé rong
két qua v6i ho cac anh xa gia co chit. Ngoai ra, dé giai bai toan bat ding thic
bién phan trong khong gian Banach, ching t6i da dua ra phuong phap xap xi
mém cai bién véi anh xa co yéu cho mot ho vo han anh xa khong gidn. Trong
cac két qua ctia minh, ching t6i da chitng minh dude sy hoi tu manh ciia cac
day lip véi mot s6 diéu kien don gidn hon so véi mot s6 két qui trude dé cia

cac tac gia khac.



Két luan chung

Két qua chi yéu

Trong luan an nay, ching t6i da thu duge nhitng két qua chinh sau:

1) Thiét lap mot s6 diéu kien du cho sy ton tai nghiém clia bai toan tya can
bing tdng quét loai 2 vi mot s6 bai toan lien quan, diic biet 14 bai toan
tua can bing Pareto (yéu) trén (dudi); nghién citu tinh én dinh nghiém

cua cac bai toan do.

2) Thiét 1ap mot s6 diéu kien du cho sy ton tai nghiem ciia cac bai todn bao

ham thitc tya bién phan Pareto hén hop.
3) Xay dung day lgp tim nghiém cho bai toan bat déng thifc bién phan.
Mot s6 van dé can tiép tuc nghién ciu

1) Tim hiéu thém vé nhiing tng dung clia cac két qua vio mot sd bai toan

trong kinh té.

2) Tiép tuc nghién citu tinh nira lien tuc trén, dudi va tinh Holder clia nghiém

ctia bai toan tya can bing tong quat.

3) Tim thuat toan giai bai toan tiya can bing tong quat trong mot vai truong

hap dic biet.

4) Nghién cttu bai todn tua can bing tong quat trong trudng hop cac tap
D, K khong compic, chi 16, déng.
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