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MỞ ĐẦU

Lý thuyết điểm bất động trong các không gian mêtric đã thực sự lôi

cuốn sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà toán học trong và ngoài nước

trong hàng chục năm qua. Điều đó không chỉ vì lý thuyết điểm bất động

đóng vai trò quan trọng trong toán học mà còn vì những ứng dụng của

nó trong lý thuyết bất đẳng thức biến phân, lý thuyết tối ưu, lý thuyết

xấp xỉ, các mô hình toán học và lý thuyết kinh tế. Nhiều nhà toán học

tên tuổi như Brower E., Banach S., Bauschke H. H., Moudafi A., Xu H.

K., Schauder J., Browder F. E., Ky Fan K., Kirk W. A., Nguyễn Bường,

Phạm Kỳ Anh, Lê Dũng Mưu, v.v . . . đã mở rộng các kết quả về bài toán

điểm bất động của ánh xạ co trong không gian hữu hạn chiều cho bài toán

điểm bất động của ánh xạ liên tục Lipschitz, ánh xạ giả co, ánh xạ không

giãn, v.v . . . trong không gian Hilbert, không gian Banach. Những kết

quả mở rộng này không chỉ đề cập đến sự tồn tại điểm bất động mà còn

đề cập đến vấn đề xấp xỉ điểm bất động của một ánh xạ. Gần đây những

nghiên cứu về bài toán tìm điểm bất động của lớp các ánh xạ không giãn

đã trở thành một trong những hướng nghiên cứu hết sức sôi động của giải

tích phi tuyến. Một số phương pháp xấp xỉ điểm bất động kinh điển phải

kể đến là phương pháp lặp Krasnosel’skii [20], phương pháp lặp Mann

[22], phương pháp lặp Halpern [16], phương pháp lặp Ishikawa [17], v.v

. . . . Một số nhà nghiên cứu trong nước cũng có những công trình thú vị

về tìm điểm bất động của ánh xạ không giãn và nửa nhóm không giãn

trong không gian Hilbert và không gian Banach (xem [3] - [5], [36] - [43],

v.v . . . ).

Cho C là một tập con lồi đóng khác rỗng của không gian Hilbert thực

H , T : C → C là một ánh xạ không giãn. Năm 2003, Nakajo K. và

Takahashi W. [27] đã đề xuất một cải biên của phương pháp lặp Mann

dựa trên phương pháp lai ghép trong qui hoạch toán học (được đề xuất
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lần đầu tiên vào năm 2000 bởi Solodov M. V., Svaiter B. F. [32]) ở dạng

x0 ∈ C là một phần tử bất kỳ,

yn = αnxn + (1− αn)T (xn),
Cn = {z ∈ C : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},
Qn = {z ∈ C : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},
xn+1 = PCn∩Qn

(x0), n ≥ 0.

(0.1)

Họ đã chứng minh được rằng nếu dãy {αn} ⊂ [0, a] với a ∈ [0, 1) thì

dãy {xn} xác định bởi (0.1) hội tụ mạnh về u0 = PF (T )(x0) khi n→∞,

trong đó u0 = PF (T )(x0) là hình chiếu của x0 trên tập điểm bất động

F (T ) của ánh xạ không giãn T .

Năm 2000 Moudafi A. [26] đề xuất phương pháp xấp xỉ gắn kết x0 ∈ C là một phần tử bất kì,

xn =
1

1 + λn
T (xn) +

λn
1 + λn

f(xn), n ≥ 0,
(0.2)

và  x0 ∈ C là một phần tử bất kì,

xn+1 =
1

1 + λn
T (xn) +

λn
1 + λn

f(xn), n ≥ 0,
(0.3)

tìm điểm bất động của ánh xạ không giãn T , trong đó f : C → C là một

ánh xạ co với hệ số co α̃ ∈ [0, 1) và {λn} là một dãy số dương. Ông đã

chứng minh rằng:

1) Nếu λn → 0 khi n→∞ thì dãy lặp (0.2) hội tụ mạnh về nghiệm duy

nhất của bất đẳng thức biến phân

x∗ ∈ F(T ) sao cho 〈(I − f)(x∗), x∗ − x〉 ≤ 0, ∀x ∈ F(T ). (0.4)

2) Nếu lim
n→∞

λn = 0,
∞∑
n=1

λn = +∞ và lim
n→∞

∣∣∣∣ 1

λn+1
− 1

λn

∣∣∣∣ = 0, thì dãy lặp

(0.3) hội tụ mạnh về nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân (0.4).
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Năm 2007, Alber Y. I. [2] đã đề xuất phương pháp dạng đường dốc lai

ghép

xn+1 = PC

(
xn − µn[xn − T (xn)]

)
, n ≥ 0, (0.5)

và chứng minh rằng nếu dãy {µn}, µn > 0, được chọn sao cho µn → 0

khi n→∞ và dãy {xn} bị chặn, thì mọi điểm tụ yếu của dãy {xn} đều
thuộc tập điểm bất động của T .

Mở rộng cho bài toán tìm điểm bất động chung của nửa nhóm ánh xạ

không giãn {T (t) : t ≥ 0}, năm 2003, Nakajo K. và Takahashi W. [27]

đã đề xuất phương pháp

x0 ∈ C là một phần tử bất kì,

yn = αnxn + (1− αn) 1
tn

∫ tn
0 T (s)xnds,

Cn = {z ∈ C : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},
Qn = {z ∈ C : 〈xn − x0, z − xn〉 ≥ 0},
xn+1 = PCn∩Qn

(x0), n ≥ 0,

(0.6)

trong đó {αn} ⊂ [0, a] với a ∈ [0, 1) và tn → +∞. Với một số điều kiện

thích hợp cho dãy {αn} và {tn}, dãy {xn} xác định bởi (0.6) hội tụ mạnh

tới u0 = PF(x0), ở đây F = ∩t>0F (T (t)) được giả thiết là khác rỗng.

Năm 2008, Takahashi W. và các cộng sự [35] đề xuất một dạng đơn

giản của (0.6) như sau
x0 ∈ H, C1 = C, x1 = PC1

(x0),

yn = αnxn + (1− αn)Tn(xn),
Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},
xn+1 = PCn+1

(x0), n ≥ 0.

(0.7)

Họ đã chỉ ra trong [35] rằng nếu 0 ≤ αn ≤ a < 1, 0 < λn < ∞ với

mọi n ≥ 1 và λn →∞, thì dãy {xn} xác định bởi (0.7) hội tụ mạnh tới

u0 = PF(x0).

Cũng trong thời điểm đó, Saejung S. [29] đã xét quá trình lặp tương
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tự mà không cần dùng đến tích phân Bochner
x0 ∈ H, C1 = C, x1 = PC1

(x0),

yn = αnxn + (1− αn)T (tn)xn,
Cn+1 = {z ∈ Cn : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},
xn+1 = PCn+1

(x0), n ≥ 0,

(0.8)

trong đó 0 ≤ αn ≤ a < 1, lim inf
n→∞

tn = 0, lim sup
n→∞

tn > 0 và

lim
n→∞

(tn+1− tn) = 0. Khi đó dãy {xn} xác định bởi (0.8) hội tụ mạnh tới

điểm bất động chung u0 = PF(x0) của nửa nhóm ánh xạ không giãn.

Nếu C ≡ H thì Cn và Qn hoặc Cn+1 trong (0.1), (0.6)-(0.8) là các

nửa không gian. Do vậy, hình chiếu của x0 trên Cn∩Qn hoặc Cn+1 trong

các phương pháp đó được xác định bằng công thức hiện trong [32]. Trong

trường hợp C là một tập con thực sự của H thì Cn và Qn hoặc Cn+1

trong các phương pháp này không là các nửa không gian, nên việc tính

toán hình chiếu trên đó gặp nhiều khó khăn. Nguyễn Bường đã đưa ra ý

tưởng thực hiện chiếu lên các nửa không gian thay vì chiếu lên các tập

lồi, đóng trong những phương pháp lai ghép trước đây là một nét mới và

sáng tạo (xem [10] - [12]). Dựa trên ý tưởng này chúng tôi đề xuất kỹ

thuật thay thế các tập lồi, đóng Cn và Qn bằng các nửa không gian.

Một số nghiên cứu cải biên của các phương pháp lặp nêu trên mặc dù

thu được sự hội tụ mạnh, nhưng các điều kiện đặt lên tham số còn chặt

chẽ. Chúng tôi sẽ cải tiến nhằm giảm nhẹ điều kiện đặt lên các tham số

của dãy lặp. Cụ thể:

1. Nghiên cứu và đề xuất một cải biên của phương pháp xấp xỉ gắn kết,

phương pháp dạng đường dốc lai ghép thu hẹp tìm điểm bất động của

ánh xạ không giãn.

2. Nghiên cứu sự kết hợp giữa phương pháp lặp Mann - Halpern để tìm

điểm bất động của ánh xạ không giãn trên một tập lồi, đóng, khác rỗng

và tìm điểm bất động chung của hai ánh xạ không giãn trên hai tập lồi,

đóng, có giao khác rỗng trong không gian Hilbert H . Đồng thời đưa ra
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một số ví dụ số minh họa cho các phương pháp đề xuất.

3. Nghiên cứu sự kết hợp giữa phương pháp lặp Mann - Halpern để tìm

điểm bất động chung của nửa nhóm không giãn trên một tập lồi, đóng,

khác rỗng và tìm điểm bất động chung của hai nửa nhóm không giãn trên

hai tập lồi, đóng, có giao khác rỗng trong không gian Hilbert H . Cuối

cùng là một số ví dụ số minh họa cho các phương pháp đề xuất.

Luận án được cấu trúc như sau. Ngoài phần mở đầu, kết luận chung

và đề xuất, luận án chia làm ba chương

Chương 1: Một số kiến thức chuẩn bị.

Chương 2: Phương pháp xấp xỉ tìm điểm bất động của ánh xạ không

giãn.

Chương 3: Phương pháp xấp xỉ tìm điểm bất động của nửa nhóm không

giãn.

Ở Chương 1, chúng tôi giới thiệu về ánh xạ không giãn và nửa nhóm

ánh xạ không giãn cùng một số phương pháp lặp tìm điểm bất động của

loại ánh xạ này.

Trong Chương 2, chúng tôi trình bày các kết quả nghiên cứu mới của

mình về xấp xỉ điểm bất động của ánh xạ không giãn và điểm bất động

chung của hai ánh xạ không giãn. Mở đầu là kết quả cải biên của phương

pháp xấp xỉ gắn kết và phương pháp dạng đường dốc lai ghép thu hẹp

tìm điểm bất động của ánh xạ không giãn trong không gian Hilbert. Sau

đó, chúng tôi đề xuất và chứng minh sự hội tụ mạnh của hai phương pháp

lặp mới trên cơ sở kết hợp phương pháp lặp Mann - Halpern xấp xỉ điểm

bất động của ánh xạ không giãn và điểm bất động chung của hai ánh xạ

không giãn trên hai tập trong không gian Hilbert. Phần cuối của chương

là một số kết quả số minh họa cho các phương pháp đề xuất.

Chương 3, trên cơ sở phương pháp lặp Mann - Halpern và phương pháp

dạng đường dốc lai ghép chúng tôi đề xuất phương pháp lặp mới tìm điểm

bất động của một nửa nhóm không giãn, và tìm điểm bất động chung của

hai nửa nhóm không giãn trên hai tập trong không gian Hilbert. Phần
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cuối của chương là một số kết quả số minh họa cho các phương pháp đề

xuất.

Hiện nay, lý thuyết điểm bất động vẫn đang phát triển hết sức mạnh

mẽ và có nhiều ứng dụng trong thực tế. Chúng tôi hy vọng rằng luận án

này sẽ góp phần làm phong phú thêm trong việc xây dựng các phương

pháp tìm điểm bất động của ánh xạ không giãn và nửa nhóm không giãn

trong không gian Hilbert và lý thuyết điểm bất động nói chung.

Các kết quả của luận án được tác giả công bố bài báo trên các tạp chí

quốc tế (1), (2), (3), (4). Các kết quả này được báo cáo tại:

- Seminar của bộ môn Giải tích, khoa Toán, trường Đại học Sư phạm

- Đại học Thái Nguyên.

- Seminar của Viện Công nghệ Thông tin - Viện Hàn lâm Khoa học và

Công nghệ Việt Nam.

- Hội thảo "Một số hướng nghiên cứu mới trong Toán học giải tích và

ứng dụng", trường Đại học Hồng Đức, 24-5-2012.

- Hội thảo Quốc gia lần thứ XV "Một số vấn đề chọn lọc của Công

nghệ thông tin và Truyền thông", Viện Công nghệ Thông tin, 3-12-2012.

- Hội thảo "Bài toán cân bằng và điểm bất động: Lý thuyết và thuật

toán", Viện nghiên cứu cao cấp về toán, 25-8-2014.

- Hội thảo Quốc gia lần thứ XVII "Một số vấn đề chọn lọc của Công

nghệ thông tin và Truyền thông", trường Đại học Tây Nguyên, Buôn Ma

Thuột - Đăk Lăk, 30-10-2014.
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Chương 1

Một số kiến thức chuẩn bị

Trong chương này chúng tôi đề cập đến các vấn đề sau. Trong

mục 1.1 chúng tôi trình bày một số phương pháp tìm điểm bất động cho

ánh xạ không giãn. Tiếp theo trong mục 1.2 đề cập đến một số phương

pháp tìm điểm bất động của nửa nhóm không giãn. Mục cuối trong chương

này chúng tôi trình bày một số bổ đề bổ trợ quan trọng, thường xuyên sử

dụng đến trong việc chứng minh các kết quả nghiên cứu đạt được ở các

chương sau của luận án.

1.1. Một số khái niệm, phương pháp cơ bản tìm điểm bất

động của ánh xạ không giãn

1.1.1. Một số khái niệm và tính chất cơ bản về không gian

Hilbert

Trong luận án chúng tôi luôn giả thiết rằng H là không gian Hilbert

thực với tích vô hướng được ký hiệu 〈., .〉 và chuẩn được xác định bởi

‖x‖ =
√
〈x, x〉 với mọi x ∈ H.

Trong mục này chúng tôi đề cập đến một số vấn đề cơ bản về hội tụ mạnh,

hội tụ yếu, tập lồi, tập đóng, tập compact, vv . . .

Định nghĩa 1.1 Cho H là không gian Hilbert. Dãy {xn} được gọi là
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hội tụ mạnh tới phần tử x ∈ H , ký hiệu xn → x, nếu ||xn− x|| → 0 khi

n→∞.

Định nghĩa 1.2 Dãy {xn} trong không gian Hilbert H được gọi là hội

tụ yếu tới phần tử x ∈ H , ký hiệu xn ⇀ x, nếu 〈xn, y〉 → 〈x, y〉 khi
n→∞ với mọi y ∈ H .

Chú ý 1.1 a) Trong không gian Hilbert H , hội tụ mạnh kéo theo hội tụ

yếu, nhưng điều ngược lại không đúng.

b) Mọi không gian Hilbert đều có tính chất Kadec-Klee, tức là nếu dãy

{xn} trong không gian Hilbert H thỏa mãn các điều kiện

‖xn‖ → ‖x‖ và xn ⇀ x, thì xn → x khi n→∞.

Định nghĩa 1.3 Cho C là tập con của không gian Hilbert H . Khi đó

C được gọi là

(a) tập lồi nếu λx+ (1− λ)y ∈ C với mọi x, y ∈ C và mọi λ ∈ [0, 1];

(b) tập đóng nếu mọi dãy {xn} ⊂ C thỏa mãn xn → x khi n → ∞,

ta đều có x ∈ C;

(c) tập đóng yếu nếu mọi dãy {xn} ⊂ C thỏa mãn xn ⇀ x khi n→∞,

ta đều có x ∈ C;

(d) tập compact nếu mọi dãy {xn} ⊂ C đều có một dãy con hội tụ về

một phần tử thuộc C;

(e) tập compact tương đối nếu mọi dãy {xn} ⊂ C đều có một dãy con

hội tụ;

(f) tập compact yếu nếu mọi dãy {xn} ⊂ C đều có một dãy con hội

tụ yếu về một phần tử thuộc C;

(g) tập compact tương đối yếu nếu mọi dãy {xn} ⊂ C đều có một dãy

con hội tụ yếu.

Nhận xét 1.1 (a) Mọi tập compact đều là tập compact tương đối,

nhưng điều ngược lại không đúng.
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(b) Mọi tập đóng yếu đều là tập đóng, nhưng điều ngược lại không

đúng.

Mệnh đề 1.1 (xem [23]) Cho H là một không gian Hilbert. Khi đó,

với mọi x, y ∈ H và mọi λ ∈ [0, 1] ta đều có

(a) ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2);
(b) ‖x− y‖2 = ‖x‖2 − ‖y‖2 − 2〈x− y, y〉;
(c) ‖λx+ (1− λ)y‖2 = λ‖x‖2 + (1− λ)‖y‖2 − λ(1− λ)‖x− y‖2.

Mệnh đề 1.2 (xem [6]) Cho H là không gian Hilbert thực và C là

một tập con của H. Khi đó, ta có các khẳng định sau:

(a) Nếu C là tập lồi, đóng thì C là tập đóng yếu;

(b) Nếu C là tập bị chặn thì C là tập compact tương đối yếu.

Cho C là một tập con khác rỗng, lồi, đóng của không gian Hilbert

thực H . Ta biết rằng với mỗi x ∈ H , đều tồn tại duy nhất một phần tử

PC(x) ∈ C thỏa mãn

‖x− PC(x)‖ = inf
y∈C
‖x− y‖.

Phần tử PC(x) được xác định như trên được gọi là hình chiếu của x lên

C và ánh xạ PC : H → C biến mỗi phần tử x ∈ H thành PC(x) được

gọi là phép chiếu mêtric từ H lên C. Đặc trưng của phép chiếu mêtric

được cho bởi mệnh đề dưới đây

Mệnh đề 1.3 (xem [25]) Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của

không gian Hilbert thực H. Khi đó, ánh xạ PC : H → C là phép chiếu

mêtric từ H lên C khi và chỉ khi

〈x− PC(x), y − PC(x)〉 ≤ 0 với mọi y ∈ C.

Nhận xét 1.2 Về phương diện hình học, với mọi y ∈ C, nếu ta gọi α

là góc tạo bởi các véc tơ x− PC(x) và y − PC(x), thì α ≥ π/2.
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1.1.2. Một số phương pháp cơ bản tìm điểm bất động của

ánh xạ không giãn

Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng trong không gian Hilbert H

thực, T : C → C là một ánh xạ không giãn tức là ‖Tx−Ty‖ ≤ ‖x−y‖,
với mọi x, y ∈ C. Phần tử x ∈ C được gọi là một điểm bất động của ánh

xạ T nếu Tx = x, tập điểm bất động của T ký hiệu là F (T ).

Sự tồn tại điểm bất động của ánh xạ không giãn trong không gian

Hilbert được cho bởi định lý dưới đây.

Định lý 1.1 (xem [1]) Cho C là tập con lồi, đóng, bị chặn của không

gian Hilbert H và T : C → C là một ánh xạ không giãn. Khi đó, T

có ít nhất một điểm bất động.

Nhận xét 1.3 Từ tính lồi chặt của không gian Hilbert H và tính liên

tục của ánh xạ không giãn T , ta thấy nếu tập điểm bất động F (T ) khác

rỗng thì nó là tập lồi và đóng.

Vấn đề xấp xỉ điểm bất động của lớp ánh xạ không giãn là đề tài mang

tính thời sự và thu hút sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà toán học

trong và ngoài nước. Dưới đây, chúng tôi đề cập đến một số phương pháp

xấp xỉ tìm điểm bất động của ánh xạ không giãn.

Bài toán: Cho C là một tập con lồi, đóng, khác rỗng của không gian

Hilbert H, T : C → C là một ánh xạ không giãn. Hãy tìm

x∗ ∈ C : T (x∗) = x∗.

Chú ý 1.2 Nếu T : C → C là ánh xạ co, thì dãy lặp Picard xác định

bởi x0 ∈ C và xn+1 = T (xn) hội tụ mạnh về điểm bất động duy nhất của

T . Tuy nhiên điều này không còn đúng đối với lớp ánh xạ không giãn.

Phương pháp lặp Mann

Năm 1953, Mann W. R. [22] đã nghiên cứu và đề xuất phương pháp
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lặp sau {
x0 ∈ C là một phần tử bất kì,

xn+1 = αnxn + (1− αn)T (xn), n ≥ 0,
(1.1)

ở đây {αn} là một dãy số thực thỏa mãn α0 = 1, 0 < αn < 1, n ≥ 1,
∞∑
n=0

αn = ∞. Dãy lặp (1.1) được gọi là dãy lặp Mann. Mann W. R. đã

chứng minh rằng, nếu dãy {αn} được chọn thỏa mãn
∞∑
n=1

αn(1−αn) =∞,

thì dãy {xn} xác định bởi (1.1) sẽ hội tụ yếu tới một điểm bất động của

ánh xạ T . Chú ý rằng nếu H là không gian Hilbert vô hạn chiều thì dãy

lặp (1.1) chỉ cho sự hội tụ yếu.

Phương pháp lặp Halpern

Một trong những phương pháp lặp cổ điển hiệu quả nhất tìm điểm bất

động của ánh xạ không giãn, đảm bảo sự hội tụ mạnh của dãy lặp, là

phương pháp lặp do Halpern B. [16] đề xuất vào năm 1967:{
x0 ∈ C là một phần tử bất kì,

xn+1 = αnu+ (1− αn)T (xn), n ≥ 0,
(1.2)

ở đây u ∈ C và {αn} ⊂ (0, 1). Dãy lặp (1.2) được gọi là dãy lặp Halpern.

Ông đã chứng minh sự hội tụ mạnh của dãy lặp (1.2) về điểm bất động

của ánh xạ không giãn T với điều kiện αn = n−α, α ∈ (0, 1). Vì cấu trúc

đơn giản, dãy lặp Halpern đã được sử dụng rộng rãi để xấp xỉ điểm bất

động của ánh xạ không giãn và các lớp ánh xạ phi tuyến khác. Năm 1977,

Lions P. L. [21] đã chứng minh sự hội tụ mạnh của dãy {xn} về một điểm

bất động của ánh xạ không giãn T trong không gian Hilbert nếu dãy số

{αn} thỏa mãn các điều kiện sau

(C1) lim
n→∞

αn = 0,

(C2)
∞∑
n=1

αn = +∞,

(C3) lim
n→∞

|αn+1 − αn|
α2
n+1

= 0.
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Tuy nhiên, với các kết quả của Halpern B., Lions P. L. thì dãy chính tắc

αn =
1

n+ 1
lại bị loại trừ. Năm 1992, Wittmann R. [45] đã mở rộng kết

quả của Halpern B. và giải quyết được vấn đề trên. Ông đã chỉ ra rằng

nếu dãy số {αn} thỏa mãn các điều kiện (C1), (C2) và điều kiện

(C4)
∞∑
n=1

|αn+1 − αn| <∞,

thì dãy lặp {xn} xác định bởi (1.2) hội tụ mạnh về một điểm bất động

của ánh xạ không giãn T .

Phương pháp lặp Ishikawa

Năm 1974, Ishikawa S. [17] đưa ra một mở rộng của dãy lặp Mann
x0 ∈ C là một phần tử bất kì,

yn = βnxn + (1− βn)T (xn),

xn+1 = αnxn + (1− αn)T (yn), n ≥ 0,

(1.3)

trong đó {αn} và {βn} là các dãy số thực trong đoạn [0, 1] thỏa mãn

0 ≤ αn ≤ βn ≤ 1, n ≥ 1, lim
n→∞

βn = 0,
∞∑
n=1

αnβn =∞. Dãy lặp (1.3) gọi

là dãy lặp Ishikawa.

Chú ý 1.3 Trong trường hợp βn = 1 với mọi n thì phương pháp lặp

Ishikawa (1.3) trở thành phương pháp lặp Mann (1.1) và với phương pháp

này, người ta cũng chỉ thu được sự hội tụ yếu mà không hội tụ mạnh.

Năm 1996, Bauschke H. H. [7] đã mở rộng kết quả của Wittmann R.

cho bài toán xác định một điểm bất động chung của một họ hữu hạn các

ánh xạ không giãn trong không gian Hilbert.

Phương pháp lặp xấp xỉ gắn kết

Năm 2000, Moudafi A. [26] đã đề xuất phương pháp xấp xỉ gắn kết, để

tìm điểm bất động của ánh xạ không giãn T trong không gian Hilbert.

Định lý 1.2 (xem [26]) Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của

không gian Hilbert H, T là ánh xạ không giãn trên C thỏa mãn
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F (T ) 6= ∅, f là ánh xạ co trên C với hệ số α̃ ∈ [0, 1), dãy {xn}
là dãy sinh bởi: x1 ∈ C và

xn =
λn

1 + λn
f(xn) +

1

1 + λn
Txn, n ≥ 1, (1.4)

xn+1 =
λn

1 + λn
f(xn) +

1

1 + λn
Txn, n ≥ 1, (1.5)

trong đó λn ⊂ (0, 1) thỏa mãn các điều kiện sau

(L1) lim
n→∞

λn = 0;

(L2)
∞∑
n=1

λn =∞;

(L3) lim
n→∞

∣∣∣ 1
λn+1
− 1

λn

∣∣∣ = 0.

Khi đó dãy {xn} xác định bởi (1.5) hội tụ mạnh tới p∗ ∈ F (T ), ở đây

p∗ = PF (T )f(p
∗). Ngoài ra nếu dãy {λn} thỏa mãn điều kiện (L1) thì

dãy {xn} xác định bởi (1.4) hội tụ tới p∗.

Chú ý 1.4 Khi f(x) = u với mọi x ∈ C, thì phương pháp xấp xỉ gắn

kết của Moudafi A. trở về phương pháp lặp của Halpern B..

Phương pháp dạng đường dốc lai ghép

Năm 2007, Alber Ya. I. [2] đã đề xuất phương pháp dạng đường dốc

lai ghép cho bài toán tìm điểm bất động của một ánh xạ không giãn T

trên tập con lồi, đóng C ở dạng

xn+1 = PC(xn − µn[xn − T (xn)]), n ≥ 0, (1.6)

và chứng minh rằng nếu dãy {µn}, µn > 0 được chọn sao cho µn → 0

khi n→∞ và dãy {xn} bị chặn, thì:
(a) tồn tại một điểm tụ yếu x∗ ∈ C của dãy dãy {xn};
(b) mọi điểm tụ yếu của dãy {xn} thuộc tập các điểm bất động F (T )

của T ;

(c) nếu F (T ) chỉ gồm một phần tử tức là F (T ) = {x∗}, thì dãy {xn}
hội tụ yếu tới x∗.
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1.2. Nửa nhóm không giãn và một số phương pháp tìm

điểm bất động chung của nửa nhóm không giãn

Trước hết trong mục này chúng tôi giới thiệu khái niệm nửa nhóm

không giãn trên không gian Hilbert thực H .

Định nghĩa 1.4 Cho T (t) : C → C là một ánh xạ từ tập con lồi, đóng,

khác rỗng C của không gian Hilbert H vào chính nó với mỗi t ≥ 0. Họ

ánh xạ {T (t) : t ≥ 0}, được gọi là nửa nhóm không giãn trên C nếu nó

thỏa mãn các điều kiện sau:

(a) với mỗi t ≥ 0, ánh xạ T (t) là không giãn trên C;

(b) T (0)x = x với mọi x ∈ C;

(c) T (t1 + t2) = T (t1) ◦ T (t2) với mọi t1 ≥ 0 và t2 ≥ 0;

(d) với mỗi x ∈ C, ánh xạ T (.)x từ (0,∞) vào C liên tục.

Ví dụ 1.1 Trên không gian các số thực R, họ các ánh xạ {T (t) : t ≥ 0}
được xác định bởi T (t)x = e−tx với mỗi x ∈ R, là nửa nhóm không giãn

trên R.

Ví dụ 1.2 (xem [15]) Cho A : D(A) ⊆ H → H là một toán tử đơn

điệu, tức là

〈x− y, Ax− Ay〉 ≥ 0 với mọi x, y ∈ D(A).

Nếu A thỏa mãn điều kiện hạng D(A) ⊂ ∩r>0R(I + rA), thì họ các ánh

xạ {T (t) : t ≥ 0} xác định bởi

T (t)x = lim
n→∞

(I + t/nA)−n (1.7)

là một nửa nhóm không giãn trên D(A).

Định lý dưới đây khẳng định sự tồn tại điểm bất động chung của một

họ các ánh xạ không giãn.
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Định lý 1.3 (xem [24]) Cho E là không gian Banach lồi đều, C là

tập con khác rỗng, lồi, đóng và bị chặn của E, {T (t)} là một họ giao

hoán các ánh xạ không giãn từ C vào C. Khi đó, họ {T (t)} có ít nhất

một điểm bất động chung trong C.

Từ Định lý 1.3, ta thấy nếu {T (t) : t ≥ 0} là nửa nhóm không giãn

trên tập con lồi, đóng, khác rỗng và bị chặn C của không gian Hilbert H ,

thì từ tính chất T (t1 + t2) = T (t1) ◦ T (t2) với mọi t1 ≥ 0 và t2 ≥ 0 suy

ra {T (t)} là một họ giao hoán các ánh xạ và do đó tồn tại ít nhất một

điểm bất động chung của họ {T (t)}. Trong luận án, ta ký hiệu tập điểm

bất động chung của nửa nhóm không giãn {T (t) : t ≥ 0} bởi F .

Nhận xét 1.4 Từ Nhận xét 1.3, suy ra F luôn là tập lồi và đóng.

Ví dụ 1.3 Xét nửa nhóm không giãn {T (t) : t ≥ 0} trong Ví dụ 1.1,

ta thấy tập điểm bất động chung của họ này là F = {0}.

Dựa trên thuật toán của Solodov M. V., Svaiter B. F. [32], kết hợp với

phương pháp dạng đường dốc lai ghép của Albert Y. I. [2] và khắc phục

được nhược điểm trong kết quả của Nakajo K., Takahashi W. cũng như

một số kết quả khác. Năm 2010 Nguyễn Bường [11] đã nghiên cứu phương

pháp lặp mới như sau:

x0 ∈ H là một phần tử bất kỳ,

yn = xn − µn[xn − TnPC(xn)],

µn ∈ (a, b], 0 < a < b < 1, n ∈ N,

Hn = {z ∈ H : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},

Wn = {z ∈ H : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), n ≥ 0,

(1.8)

trong đó Tn được xác định bởi Tnx = T (tn)x với mọi x ∈ C. Nguyễn

Bường chỉ ra sự hội tụ mạnh của phương pháp lặp (1.8) bởi định lý sau.
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Định lý 1.4 (xem [11]) Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của

một không gian Hilbert thực H và cho {T (t) : t ≥ 0} là nửa nhóm

không giãn trên C với F = ∩t≥0F (T (t)) 6= ∅. Khi đó nếu lim inf
n→∞

tn =

0; lim sup
n→∞

tn > 0; lim
n→∞

(tn+1 − tn) = 0, thì dãy lặp {xn} xác định bởi

(1.8) hội tụ mạnh tới z0 = PF(x0), khi n→∞.

Chú ý 1.5 Nếu trong (1.8) ta sử dụng phương pháp lặp Mann thay vì

phương pháp dạng đường dốc lai ghép của Albert Y. I., thì

yn = αnxn + (1− αn)TnPC(xn)

như (0.7) và (0.8), ta có

yn = xn − xn + αnxn + (1− αn)TnPC(xn)
= xn − µn(xn − TnPC(xn)), µn = 1− αn.

Năm 2010, Nguyễn Bường đưa ra kết quả mới tốt hơn các kết quả của

Nakajo K., Takahashi W. và Saejung S. bởi định lý dưới đây.

Định lý 1.5 (xem [11]) Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của

một không gian Hilbert thực H và cho {T (t) : t ≥ 0} là nửa nhóm

không giãn trên C với F = ∩t≥0F (T (t)) 6= ∅. Cho {xn} là dãy được

xác định bởi 

x0 ∈ H là một phần tử bất kỳ,

yn = αnxn + (1− αn)TnPC(xn),

αn ∈ (a, b], 0 < a < b < 1,

Hn = {z ∈ H : ‖z − yn‖ ≤ ‖z − xn‖},

Wn = {z ∈ H : 〈z − xn, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), n ≥ 0.

(1.9)

Nếu lim inf
n→∞

tn = 0; lim sup
n→∞

tn > 0; lim
n→∞

(tn+1 − tn) = 0, thì dãy lặp

{xn} xác định bởi (1.9) hội tụ mạnh tới z0 = PF(x0), khi n→∞.
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Dựa trên phép lặp của Ishikawa S. với một chút thay đổi và thuật toán

của Solodov M. V., Svaiter B. F. [32], năm 2011, Nguyễn Bường [13] đã

đề xuất phương pháp lặp mới như sau

x0 ∈ H là một phần tử bất kỳ,

x1n = PC(xn),

zn = αnx
1
n + (1− αn)Tnx1n,

yn = βnx
1
n + (1− βn)Tnzn,

Hn = {z ∈ H : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},

Wn = {z ∈ H : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), n ≥ 0,

(1.10)

trong đó {αn} và {βn} là hai dãy trong [0, 1], {tn} là dãy các số thực

dương thỏa mãn các điều kiện sau

lim inf
n→∞

tn = 0; lim sup
n→∞

tn > 0; lim
n→∞

(tn+1 − tn) = 0; (1.11)

hoặc

lim
n→∞

tn =∞; (1.12)

và Tn được định nghĩa bởi

Tny = T (tn)y; (1.13)

hoặc

Tny =
1

tn

∫ tn

0

T (s)yds, ∀y ∈ C. (1.14)

Sự hội tụ mạnh của phương pháp (1.10), (1.11), (1.13) và (1.10), (1.12),

(1.14) cho bởi các định lý sau.

Định lý 1.6 (xem [13]) Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của

không gian Hilbert thực H và {T (t) : t ≥ 0} là nửa nhóm không giãn
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trên C với F = ∩t≥0F (T (t)) 6= ∅. Giả sử {αn} và {βn} là các dãy số

trong [0,1] thỏa mãn αn → 1 và βn ≤ 1 − β, với mọi β ∈ (0, 1). Khi

đó, các dãy {xn}, {zn} và {yn} xác định bởi (1.10), (1.11), (1.13) cùng

hội tụ mạnh tới u0 = PF(x0), khi n→∞.

Định lý 1.7 (xem [13]) Giả sử điều kiện trong Định lý 1.6 thỏa mãn.

Khi đó, các dãy {xn}, {zn} và {yn} xác định bởi (1.10), (1.12), (1.14)

cùng hội tụ mạnh tới u0 = PF(x0), khi n→∞.

1.3. Một số bổ đề bổ trợ

Để thuận tiện hơn cho việc trình bày các kết quả ở các chương sau của

luận án, chúng tôi giới thiệu một số bổ đề sau.

Bổ đề 1.1 (xem [49]) Giả sử T là ánh xạ không giãn trên tập con lồi,

đóng, khác rỗng C của không gian Hilbert H. Khi đó I − T là nửa

đóng trên C, nghĩa là nếu dãy {xn} ⊂ C hội tụ yếu tới x ∈ C và dãy

{(I − T )xn} hội tụ mạnh tới y thì (I − T )x = y.

Bổ đề 1.2 (xem [31]) Cho C là một tập con lồi và đóng của không

gian Hilbert H và cho T : C → H là một ánh xạ không giãn từ C vào

H. Nếu F (T ) 6= ∅, thì F (T ) = F (PCT ).

Bổ đề 1.3 (xem [48]) Cho F là một ánh xạ L-Lipschitz liên tục và η-

đơn điệu mạnh trên không gian Hilbert H. Khi đó, với µ ∈ (0, 2η/L2),

λ ∈ (0, 1), thì ta luôn có

‖T λx− T λy‖ ≤ (1− λτ)‖x− y‖,

trong đó τ = 1 −
√
1− µ(2η − µL2) ∈ (0, 1) và T λx = (I − λµF )x

với mọi x ∈ H.

Bổ đề 1.4 (xem [46]) Cho dãy {xn} và {zn} là các dãy bị chặn trong

không gian Hilbert H sao cho

xn+1 = (1− βn)xn + βnzn, n ≥ 1,
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trong đó {βn} ⊂ [0, 1], thỏa mãn

0 < lim inf
n→∞

βn ≤ lim sup
n→∞

βn < 1.

Nếu lim sup
n→∞

(‖zn+1 − zn‖ − ‖xn+1 − xn‖) ≤ 0, thì lim
n→∞
‖xn − zn‖ = 0.

Bổ đề 1.5 (xem [46]) Cho {an} là dãy số thực không âm thỏa mãn

điều kiện

an+1 ≤ (1− bn)an + bncn, với mọi n ≥ 1.

trong đó {bn}, {cn} là các dãy số thực dương thỏa mãn

(i) bn ∈ [0, 1],
∞∑
n=1

bn =∞;

(ii) lim sup
n→∞

cn ≤ 0.

Khi đó lim
n→∞

an = 0.

Kết luận

Trong chương này chúng tôi trình bày những kiến thức cơ bản nhất

phục vụ cho việc trình bày các kết quả nghiên cứu trong các chương sau

của luận án. Dựa trên thuật toán của Solodov M. V. và Svaiter B. F., kết

hợp với phương pháp dạng đường dốc lai ghép của Albert Y. I. và khắc

phục được nhược điểm trong kết quả của Nakajo K., Takahashi W. cũng

như các tác giả khác, năm 2010, Nguyễn Bường đã nghiên cứu phương

pháp lặp mới (1.8), (1.9). Dựa trên phép lặp của Ishikawa S. với một chút

thay đổi và thuật toán Solodov và Svaiter, năm 2011, Nguyễn Bường đã đề

xuất phương pháp lặp mới (1.10), (1.11), (1.13), (1.14). Trong các chương

tiếp theo của luận án chúng tôi sẽ cải tiến một số phương pháp lặp mà

vẫn thu được sự hội tụ mạnh của dãy lặp về điểm bất động nhưng ưu

điểm hơn là điều kiện đặt lên các tham số rất rộng rãi, đồng thời chúng

tôi cũng đề xuất một số phương pháp lặp mới để tìm điểm bất động, điểm

bất động chung của ánh xạ không giãn và nửa nhóm không giãn.
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Chương 2

Phương pháp xấp xỉ tìm điểm bất

động của ánh xạ không giãn

Năm 2000, Moudafi A. đề xuất phương pháp xấp xỉ gắn kết (0.2), (0.3),

dãy {xn} hội tụ mạnh về nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân.

Năm 2003, để thu được sự hội tụ mạnh của (1.1) Nakajo K. và Takahashi

W. đã đề xuất một cải tiến của phương pháp lặp Mann dựa trên phương

pháp lai ghép trong qui hoạch toán học. Năm 2007, Alber Y. I. đã đề xuất

phương pháp dạng đường dốc lai ghép (0.5) thì mọi điểm tụ yếu của dãy

{xn} đều thuộc tập điểm bất động của T .

Nếu C ≡ H thì Cn và Qn là các nửa không gian. Trong trường hợp C

là một tập con thực sự của H thì Cn và Qn trong các phương pháp này

không là các nửa không gian, nên việc tính toán hình chiếu trên đó gặp

nhiều khó khăn.

Trên cơ sở ý tưởng thay thế các tập lồi, đóng Cn, Qn bằng các nửa

không gian, trong chương này và chương sau chúng tôi đề xuất một số cải

biên của các phương pháp nêu trên tìm điểm bất động của ánh xạ không

giãn trong không gian Hilbert.

Chương này gồm 5 mục. Mục 2.1 và mục 2.2 lần lượt trình bày phương

pháp xấp xỉ gắn kết cải biên và phương pháp lặp Mann - Halpern cải biên

cho bài toán xác định điểm bất động của một ánh xạ không giãn. Mục 2.3



21

dành cho việc trình bày phương pháp dạng đường dốc lai ghép thu hẹp

để tìm điểm bất động của một ánh xạ không giãn. Mục 2.4 dựa trên tư

tưởng của Nguyễn Bường chúng tôi đề xuất nghiên cứu phương pháp lặp

tìm điểm bất động chung cho hai ánh xạ không giãn trên hai tập. Mục

2.5 giới thiệu ví dụ số đơn giản nhằm minh họa thêm cho các kết quả lý

thuyết thu được. Các kết quả chương này được lấy từ các bài báo (1), (2),

(3), (4) trong danh mục các công trình đã công bố liên quan đến luận án.

2.1. Phương pháp xấp xỉ gắn kết cải biên

Vấn đề mở rộng và đưa ra những cải tiến của phương pháp xấp xỉ gắn

kết đã thu hút sự quan tâm nghiên cứu của nhiều nhà toán học, các kết

quả nổi bật về nội dung này có thể tham khảo trong các tài liệu [14], [18],

[33], [34], [47].

Sau đây chúng tôi đề xuất một cải biên của phương pháp xấp xỉ gắn

kết (0.2), (0.3) cho bài toán tìm điểm bất động của ánh xạ không giãn

T : C → C từ tập con lồi và đóng C trong không gian Hilbert H vào

chính nó và gọi là phương pháp xấp xỉ gắn kết cải biên dựa trên một ánh

xạ co f .

Chúng tôi dựa trên phương pháp lặp Krasnosel’skii-Mann (xem [20],

[22]) tìm điểm bất động của ánh xạ không giãn.

Trước hết, tương ứng với phương pháp lặp (0.2), chúng tôi đề xuất

phương pháp lặp ẩn cải biên dưới đây

xn = T nxn, T n := T n1 T
n
0 , và T n := T n0 T

n
1 , n ∈ (0, 1), (2.1)

với T ni được xác định bởi

T n0 = (1− λnµ)I + λnµf,

T n1 = (1− βn)I + βnT,
(2.2)

trong đó f là ánh xạ co với hệ số co α̃ ∈ [0, 1), µ ∈
(
0, 2(1− α̃)/(1 + α̃)2

)
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và các tham số {λn} ⊂ (0, 1) , {βn} ⊂ (α, β) , với mọi n ∈ (0, 1) ,

α, β ∈ (0, 1) thỏa mãn điều kiện λn → 0 khi n→ 0.

Sự hội tụ mạnh của dãy lặp xác định bởi (2.1), (2.2) về điểm bất động

của T thể hiện qua định lý sau.

Định lý 2.1 Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của không gian

Hilbert thực H và f : C → C là ánh xạ co với hệ số co α̃ ∈ [0, 1).

Cho T là ánh xạ không giãn trên C sao cho F (T ) 6= ∅. Cho

µ ∈
(
0, 2(1− α̃)/(1 + α̃)2

)
. Khi đó dãy {xn} xác định bởi (2.1), (2.2)

hội tụ mạnh tới phần tử p∗ ∈ F (T ), đồng thời p∗ là nghiệm duy nhất

của bất đẳng thức biến phân

〈(I − f)(p∗), p∗ − p〉 ≤ 0, ∀p ∈ F (T ).

Chứng minh. Trước hết, ta xét trường hợp T n := T n1 T
n
0 . Rõ ràng T n là

ánh xạ không giãn trên C và T n0 = I − λnµD, ở đây D = I − f . Theo
(2.2) và Bổ đề 1.3 ta có:

‖T nx− T ny‖ = ‖T n1 T n0 x− T n1 T n0 y‖
= ‖(1− βn)T n0 x+ βnT

n
0 x− [(1− βn)T n0 y + βnT

n
0 y]‖

= ‖(1− βn)(T n0 x− T n0 y) + βn(T
n
0 x− T n0 y)‖

= ‖T n0 x− T n0 y‖ ≤ (1− λnτ)‖x− y‖, ∀x, y ∈ C,

trong đó, τ được xác định trong Bổ đề 1.3 với η = 1− α̃, L = 1+ α̃. Suy

ra, T n là ánh xạ co trên C. Theo nguyên lý ánh xạ co Banach, tồn tại

duy nhất xn ∈ C sao cho xn = T nxn, với mọi n ∈ (0, 1).

Ta chỉ ra dãy {xn} bị chặn. Thật vậy, vì T n1 là ánh xạ không giãn và

T n1 p = p, nên với p ∈ F (T ) ta có:

‖xn − p‖ = ‖T nxn − p‖ = ‖T n1 T n0 xn − T n1 p‖
≤ ‖T n0 xn − p‖ = ‖T n0 xn − T n0 p− λnµD(p)‖
≤ (1− λnτ) ‖xn − p‖+ λnµ‖D(p)‖.
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Suy ra

‖xn − p‖ ≤
µ

τ

∥∥D(p)
∥∥.

Vậy dãy {xn} bị chặn và do đó các dãy {D(xn)}, {yn} cũng bị chặn,

trong đó yn = T n0 xn. Hơn nữa, từ (2.1), (2.2) ta có:

xn = (1− βn)yn + βnTyn, (2.3)

và

‖xn − p‖2 = ‖(1− βn)yn + βnTyn − p‖2

≤ ‖yn − p‖2 = ‖ (I − λnµD)xn − p‖2

= ‖xn − p‖2 − 2λnµ 〈D(xn), xn − p〉+ λ2nµ
2‖D(xn)‖2.

Như vậy

(1− α̃)‖xn − p‖2 + 〈D(p), xn − p〉 ≤
λnµ

2

∥∥D(xn)
∥∥2. (2.4)

Tiếp theo, ta chứng minh ‖xn − Txn‖ → 0 khi n → 0. Vì

‖yn−xn‖ = λnµ‖D(xn)‖ → 0 khi n→ 0 do λn → 0 và dãy {D(xn)} bị
chặn, nên để chỉ ra ‖xn−Txn‖ → 0 ta chỉ cần chứng minh ‖yn−Tyn‖ →
0 khi n→ 0.

Giả sử {nk} ⊂ (0, 1) là một dãy bất kì thỏa mãn nk → 0, khi k →∞,

ký hiệu λk := λnk , xk := xnk , yk := ynk = (1− λkµ)xk + λkµf(xk). Ta

sẽ chứng minh ‖yk − Tyk‖ → 0. Giả sử {xl} là dãy con của dãy {xk} và
{xkj} là dãy con của dãy {xl} sao cho:

lim sup
k→∞

‖yk − Tyk‖ = lim
l→∞
‖yl − Tyl‖,

lim sup
l→∞

‖xl − p‖ = lim
j→∞
‖xkj − p‖.

Từ (2.3) và Mệnh đề 1.1 ta nhận được

‖xkj − p‖2 = ‖(1− βkj)(ykj − p) + βkj(Tykj − p)‖2

≤ ‖ykj − p‖2 = ‖(I − λkjµD)xkj − p‖2

≤ ‖xkj − p‖2 + 2λkjµ‖D(xkj)‖‖ykj − p‖.



24

Suy ra

lim
j→∞
‖xkj − p‖ = lim

j→∞
‖ykj − p‖, (2.5)

vì λkj → 0 và dãy
{
D(xkj)

}
,
{
ykj
}
bị chặn. Theo Mệnh đề 1.1

‖xkj − p‖2 =
(
1− βkj

) ∥∥ykj − p∥∥2 + βkj‖Tykj − p‖2

− βkj(1− βkj)‖ykj − Tykj‖2

≤ (1− βkj)‖ykj − p‖2 + βkj‖ykj − p‖2

− βkj(1− βkj)‖ykj − Tykj‖2

= ‖ykj − p‖2 − βkj(1− βkj)‖ykj − Tykj‖2.

Kết hợp với giả thiết ta nhận được:

α(1− β)‖ykj − Tykj‖2 ≤ ‖ykj − p‖2 − ‖xkj − p‖2.

Điều này cùng với (2.5) suy ra

lim
j→∞
‖ykj − Tykj‖2 = 0.

Vậy ‖yn − Tyn‖ → 0 khi n→ 0.

Giả sử {xk} là một dãy con của dãy {xn} hội tụ yếu tới p̃ khi k →∞.

Khi đó, từ ‖xk−Txk‖ → 0 và Bổ đề 1.1, suy ra p̃ ∈ F (T ) và từ (2.4) ta

có:

〈D(p), p− p̃〉 ≥ 0, ∀p ∈ F (T ). (2.6)

Vì p, p̃ ∈ F (T ) và F (T ) là tập lồi và đóng, nên bằng cách thay p bởi

np+ (1− n)p̃ trong bất đẳng thức trên, rồi chia cả hai vế cho n, sau đó

cho n→ 0 ta thu được:

〈D(p̃), p− p̃〉 ≥ 0, ∀p ∈ F (T ). (2.7)

Kết hợp các bất đẳng thức (2.6) và (2.7), suy ra p∗ = p̃ là nghiệm duy

nhất của bất đẳng thức biến phân

〈(I − f)(p∗), p∗ − p〉 ≤ 0, ∀p ∈ F (T ),
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và do đó dãy {xn} hội tụ mạnh về p∗.

Trường hợp T n := T n0 T
n
1 được chứng minh tương tự. Ta có T n cũng là

ánh xạ co và do đó tồn tại duy nhất xn, n ∈ (0, 1) sao cho xn = T n0 T
n
1 xn

và {xn} bị chặn. Đặt yn = T n1 xn. Khi đó dãy {D(yn)} và {yn} cũng bị

chặn. Hơn nữa, (2.3), (2.4) tương ứng được thay thế bởi

xn = (I − λnµD) yn,

(1− α̃) ‖yn − p‖2 + 〈D(p), yn − p〉 ≤
λnµ

2
‖D(yn)‖2.

Từ bất đẳng thức trên, tính bị chặn của {D(yn)} và λn → 0, suy ra

‖xn − yn‖ → 0 khi n→ 0. Tiếp theo, ta chứng minh ‖xn − Txn‖ → 0,

khi n → 0. Giả sử {nk} ⊂ (0, 1) là một dãy bất kì thỏa mãn nk → 0,

khi k → ∞ và đặt xk := xnk . Ta sẽ chứng minh ‖xk − Txk‖ → 0. Giả

sử {xl} là dãy con của dãy {xk}, {xkj} là dãy con của dãy {xl} sao cho:

lim sup
k→∞

‖xk − Txk‖ = lim
l→∞
‖xl − Txl‖,

lim sup
l→∞

‖xl − p‖ = lim
j→∞
‖xkj − p‖.

Thực hiện chứng minh tương tự trường hợp T n := T n1 T
n
0 ta nhận được

điều phải chứng minh. 2

Tiếp theo chúng tôi đưa vào hai cải tiến mới của (0.3) phương pháp

lặp hiện cải biên ở dạng
x1 ∈ C là một phần tử bất kỳ,

yn = (1− λnµ)xn + λnµf(xn),

xn+1 = (1− γn)xn + γnTyn, n ≥ 1,

(2.8)

trong đó, các tham số {λn} ⊂ (0, 1), {γn} ⊂ (α, β), với α, β ∈ (0, 1) và
x1 ∈ C là một phần tử bất kỳ,

yn = (1− βn)xn + βnTxn,

xn+1 = (1− γn)xn + γn[(1− λnµ)yn + λnµf(yn)],

(2.9)

trong đó {βn} ⊂ (α, β).
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Định lý 2.2 Cho C là một tập con lồi, đóng, khác rỗng trong không

gian Hilbert thực H, f : C → C là ánh xạ co với hệ số co α̃ ∈ [0, 1) ,

T là ánh xạ không giãn trên C sao cho F (T ) 6= ∅. Giả sử

µ ∈ (0, 2(1 − α̃)/(1 + α̃)2), {λn} ⊂ (0, 1) thỏa mãn các điều kiện

(L1) lim
n→∞

λn = 0, (L2)
∞∑
n=1

λn =∞ (xem Định lý 1.1) và {γn} ⊂ (α, β)

với α, β ∈ (0, 1). Khi đó, dãy {xn} xác định bởi (2.8) hội tụ mạnh tới

phần tử duy nhất p∗ ∈ F (T ), đồng thời p∗ là nghiệm duy nhất của bất

đẳng thức biến phân

〈(I − f)(p∗), p∗ − p〉 ≤ 0, ∀p ∈ F (T ).

Tương tự, nếu {βn} ⊂ (α, β) thỏa mãn điều kiện |βn+1 − βn| → 0 khi

n→∞, thì dãy {xn} xác định bởi (2.9) hội tụ mạnh về p∗.

Chứng minh. Giả sử p∗ là nghiệm duy nhất của bất đẳng thức biến phân

〈(I − f)(p∗), p∗ − p〉 ≤ 0, ∀p ∈ F (T ), (2.10)

hay p∗ = PF (T )f(p
∗).

Trước hết, xét phương pháp lặp (2.8). Ta chứng minh dãy {xn} bị

chặn. Thật vậy, từ (2.8) với p ∈ F (T ) và n ≥ 1 ta có

‖xn+1 − p‖ = ‖ (1− γn)xn + γnTyn − p‖
≤ (1− γn)‖xn − p‖+ γn‖yn − p‖
= (1− γn)‖xn − p‖+ γn‖(I − λnµD)xn − p‖
≤ (1− γn)‖xn − p‖+ γn[(1− λnτ)‖xn − p‖+ λnµ‖D(p)‖]

= (1− γnλnτ)‖xn − p‖+ γnλnτ
µ

τ

∥∥D(p)
∥∥.

Đặt Mp = max{‖x1 − p‖,
µ

τ

∥∥D(p)
∥∥}. Khi đó ‖x1 − p‖ ≤ Mp. Vậy nếu

‖xn − p‖ ≤Mp thì

‖xn+1 − p‖ ≤ (1− γnλnτ)Mp + γnλnτMp =Mp.

Điều này chứng tỏ dãy {xn} bị chặn và do đó các dãy {D(xn)}, {yn} và
dãy {Tyn} cũng bị chặn.
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Ta giả thiết max{‖D(xn)‖, ‖yn‖, ‖Tyn‖} ≤ M1, với M1 là hằng số

dương.

Đặt zn = Tyn. Từ (2.8) ta có xn+1 = (1− γn)xn + γnzn và

‖zn+1 − zn‖ ≤ ‖yn+1 − yn‖
= ‖(I − λn+1µD)xn+1 − (I − λnµD)xn‖
≤ ‖xn+1 − xn‖+ (λn+1 + λn)µM1.

Vì λn → 0, nên

lim sup
n→∞

‖zn+1 − zn‖ − ‖xn+1 − xn‖ ≤ 0.

Theo Bổ đề 1.4, ‖xn − zn‖ → 0 khi n→∞ và do đó ‖yn − xn‖ → 0, vì

‖yn−xn‖ ≤ λnµM1 và λn → 0. Suy ra ‖yn−Tyn‖ → 0, ‖xn−Txn‖ → 0.

Tiếp theo ta chứng minh

lim sup
n→∞

〈D(p∗), p∗ − xn〉 ≤ 0. (2.11)

Thật vậy, giả sử
{
xnj
}
là dãy con của dãy {xn} hội tụ yếu tới p̃ sao cho

lim sup
n→∞

〈D(p∗), p∗ − xn〉 = lim
j→∞

〈
D(p∗), p∗ − xnj

〉
.

Khi đó, từ ‖xnj − Tixnj‖ → 0 và Bổ đề 1.1, suy ra p̃ ∈ F (T ). Do đó, từ

(2.10), ta suy ra (2.11).

Cuối cùng ta có đánh giá

‖xn+1 − p∗‖2 = ‖ (1− γn)xn + γnTyn − p∗‖2

≤ (1− γn)‖xn − p∗‖2 + γn‖yn − p∗‖2

= (1− γn)‖xn − p∗‖2 + γn‖(I − λnµD)xn − p∗‖2

= (1− γn)‖xn − p∗‖2

+ γn‖(I − λnµD)(xn − p∗)− λnµD(p∗)‖2

≤ (1− γn)‖xn − p∗‖2 + γn{(1− λnτ)‖xn − p∗‖2

− 2λnµ 〈D(p∗), xn − p∗ − λnµD(xn)〉}
≤ (1− γnλnτ)‖xn − p∗‖2

+ γnλnτ
[2µ
τ
〈D(p∗), p∗ − xn〉+ λn

2µ2

τ

∥∥D(p∗)
∥∥M1

]
.
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Áp dụng Bổ đề 1.5 với an = ‖xn − p∗‖, bn = γnλnτ và

cn =
2µ

τ
〈D(p∗), p∗ − xn〉+ λn

2µ2

τ

∥∥D(p∗)
∥∥M1,

‖xn − yn‖ → 0, λn → 0 và (2.11) ta thu được ‖xn − p∗‖ → 0.

Sự hội tụ mạnh của phương pháp (2.9) được chứng minh tương tự.

Trước hết, ta có max{‖D(yn)‖, ‖yn‖, ‖Txn‖} ≤M1.

Đặt zn = (I − λnµD) yn, ta có

‖zn+1 − zn‖ = ‖ (I − λn+1µD) yn+1 − (I − λnµD) yn‖
≤ ‖yn+1 − yn‖+M1 (λn+1 + λn)µ

= ‖(1− βn+1)xn+1 + βn+1Txn+1 − [(1− βn)xn + βnTxn]‖
+M1(λn+1 + λn)µ

≤ ‖xn+1 − xn‖+ 2M1 |βn+1 − βn|+M1 (λn+1 + λn)µ.

Vì λn → 0 và |βn+1 − βn| → 0, nên

lim sup
n→∞

‖zn+1 − zn‖ − ‖xn+1 − xn‖ ≤ 0.

Theo Bổ đề 1.4 ‖xn−zn‖ → 0 khi n→∞, hay ‖xn−(I − λnµD) yn‖ →
0.

Từ đánh giá ‖xn − yn‖ ≤ ‖xn − (I − λnµD)yn‖ + λnµM1 và λn → 0

suy ra ‖xn − yn‖ → 0.

Tiếp theo, ta chỉ ra ‖xn − Txn‖ → 0. Giả sử {xl} là dãy con của dãy

{xn}, {xnj} là dãy con của dãy {xl} sao cho

lim sup
n→∞

‖xn − Txn‖ = lim
l→∞
‖xl − Txl‖,

lim sup
l→∞

‖xl − p‖ = lim
j→∞
‖xnj − p‖.

Từ đánh giá

‖xnj − p‖ ≤ ‖xnj − znj‖+ ‖(I − λnjµD)ynj − p‖
≤ ‖xnj − znj‖+ (1− λnτ)‖ynj − p‖+ λnjµ‖D(p)‖
≤ ‖xnj − znj‖+ ‖ynj − p‖+ λnjµ‖D(p)‖
≤ ‖xnj − znj‖+ ‖xnj − p‖+ λnjµ‖D(p)‖,
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suy ra

lim
j→∞
‖xnj − p‖ = lim

j→∞
‖ynj − p‖. (2.12)

Theo Mệnh đề 1.1

‖ynj − p‖2 = (1− βnj)‖xnj − p‖2 + βnj‖Txnj − p‖2

− (1− βnj)βnj‖xnj − Txnj‖2

≤ (1− βnj)‖xnj − p‖2 + βnj‖xnj − p‖2

− (1− βnj)βnj‖xnj − Txnj‖2

= ‖xnj − p‖2 −
(
1− βnj

)
βnj‖xnj − Txnj‖2.

Kết hợp với giả thiết, ta nhận được

α (1− β) ‖xnj − Txnj‖2 ≤ ‖xnj − p‖2 − ‖ynj − p‖2.

Điều này cùng với (2.12) kéo theo ‖xnj − Txnj‖ → 0 khi j → ∞. Quá

trình chứng minh tiếp theo được thực hiện tương tự như chứng minh của

trường hợp phương pháp (2.8). Định lý được chứng minh. 2

2.2. Phương pháp lặp Mann - Halpern cải biên

Gần đây Nguyễn Bường (xem [10], [11] và [12]) đã thay các tập lồi,

đóng Cn và Qn trong phương pháp lai ghép trong qui hoạch toán học,

được đề xuất lần đầu tiên bởi các tác giả Solodov M. V., Svaiter B. F.

trong tài liệu [32], bằng các nửa không gian. Một cách tương tự, chúng

tôi đưa vào một số phương pháp lặp mới trên cơ sở phương pháp lặp

Mann-Halpern để tìm điểm bất động của ánh xạ không giãn trong không

gian Hilbert thực H . Cụ thể hơn chúng tôi đã đề xuất phương pháp lặp

mới dưới đây.
x0 ∈ H là một phần tử bất kỳ,

zn = αnPC(xn) + (1− αn)PCTPC(xn),

yn = βnx0 + (1− βn)PCTzn,

(2.13)
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Hn = {z ∈ H : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2

+βn(‖x0‖2 + 2〈xn − x0, z〉)},

Wn = {z ∈ H : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), n ≥ 0.

Ta có định lý sau.

Định lý 2.3 Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của không gian

Hilbert thực H và T : C → H là ánh xạ không giãn với F (T ) 6= ∅. Giả

sử {αn} và {βn} là các dãy số trong [0,1] sao cho αn → 1 và βn → 0.

Khi đó, dãy {xn}, {yn} và {zn} xác định bởi (2.13) hội tụ mạnh tới

u0 = PF (T )(x0), khi n→∞.

Chứng minh. Trước hết, chú ý rằng

‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + βn(‖x0‖2 + 2〈xn − x0, z〉),

tương đương với

〈(1− βn)xn + βnx0 − yn, z〉 ≤ 〈xn − yn, xn〉 −
1

2
‖yn − xn‖2 +

βn
2
‖x0‖2.

Vì vậy, Hn là nửa không gian. Rõ ràng F (T1) = F (T1PC) := {p ∈
H : T1PC(p) = p} với mọi ánh xạ T1 từ C vào C. Theo Bổ đề 1.2,

F (PCT ) = F (T ) và do đó F (T ) = F (PCTPC). Do đó, từ tính lồi của

‖.‖2 và tính không giãn của PC , với bất kì p ∈ F (T ), tức là

p = PCTPC(p) ta thu được:

‖zn − p‖2 = ‖αnPC(xn)− p+ (1− αn)PCTPC(xn)‖2

= ‖αn(PC(xn)− PC(p))
+ (1− αn)[PCTPC(xn)− PCTPC(p)]‖2

≤ αn‖xn − p‖2

+ (1− αn)‖PC(xn)− PC(p)‖2

≤ ‖xn − p‖2.
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Bằng lập luận tương tự và Bổ đề 1.1 với x = x0 − p và y = xn − p, ta
thu được:

‖yn − p‖2 = ‖βnx0 + (1− βn)PCTzn − p‖2

≤ βn‖x0 − p‖2 + (1− βn)‖PCTzn − PCTp‖2

≤ βn‖x0 − p‖2 + (1− βn)‖zn − p‖2

≤ βn‖x0 − p‖2 + (1− βn)‖xn − p‖2

= ‖xn − p‖2 + βn(‖x0 − p‖2 − ‖xn − p‖2)
= ‖xn − p‖2 + βn(‖x0‖2 + 2〈xn − x0, p〉).

Do đó, p ∈ Hn với mọi n ≥ 0. Điều đó có nghĩa là F (T ) ⊂ Hn với mọi

n ≥ 0.

Tiếp theo, ta chỉ ra F (T ) ⊂ Hn ∩Wn với mỗi n ≥ 0 bằng qui nạp.

Với n = 0, ta có W0 = H do đó F (T ) ⊂ H0 ∩W0. Giả sử xi đã biết và

F (T ) ⊂ Hi ∩Wi với i > 0. Tồn tại duy nhất phần tử xi+1 ∈ Hi ∩Wi

sao cho xi+1 = PHi∩Wi
(x0). Do đó, theo Mệnh đề 1.3 ta có:

〈xi+1 − x0, p− xi+1〉 ≥ 0,

với mỗi p ∈ Hi ∩Wi. Vì F (T ) ⊂ Hi ∩Wi nên F (T ) ⊂ Wi+1. Vậy, ta có

F (T ) ⊂ Hi+1 ∩Wi+1.

Hơn nữa vì F (T ) là tập con lồi, đóng, khác rỗng của H nên tồn

tại duy nhất phần tử u0 ∈ F (T ) sao cho u0 = PF (T )(x0). Từ

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), ta nhận được

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖z − x0‖,

với mọi z ∈ Hn ∩Wn. Vì u0 ∈ F (T ) ⊂ Wn, nên

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖u0 − x0‖, n ≥ 0. (2.14)

Điều này kéo theo dãy {xn} bị chặn. Do đó, các dãy {PCTPC(xn)}, {zn}
và {Tzn} cũng bị chặn.



32

Tiếp theo, ta chỉ ra

lim
n→∞
‖xn+1 − xn‖ = 0. (2.15)

Từ định nghĩa của Wn và Mệnh đề 1.3, suy ra xn = PWn
(x0). Do

xn+1 ∈ Hn ∩Wn, nên ta có:

‖xn+1 − x0‖ ≥ ‖xn − x0‖, n ≥ 0.

Do đó {‖xn−x0‖} là không giảm, bị chặn. Vậy, tồn tại lim
n→∞
‖xn−x0‖ = c.

Mặt khác, do xn+1 ∈ Wn, nên 〈xn − x0, xn+1 − xn〉 ≥ 0. Từ đó, suy ra

‖xn − xn+1‖2 = ‖xn − x0 − (xn+1 − x0)‖2

= ‖xn − x0‖2 − 2〈xn − x0, xn+1 − x0〉+ ‖xn+1 − x0‖2

≤ ‖xn+1 − x0‖2 − ‖xn − x0‖2, ∀n ≥ 0.

Do vậy (2.15) được suy ra từ bất đẳng thức trên và lim
n→∞
‖xn − x0‖ = c.

Bởi vì αn → 1 và các dãy {xn}, {PCTPC(xn)} bị chặn, từ (2.13) ta có

lim
n→∞
‖zn − PC(xn)‖ = lim

n→∞
(1− αn)‖PC(xn)− PCTPC(xn)‖ = 0.

(2.16)

Mặt khác, vì xn+1 ∈ Hn nên

‖yn − xn+1‖2 ≤ ‖xn − xn+1‖2 + βn(‖x0‖+ 2〈xn − x0, xn+1〉).

Do đó, từ (2.15) và tính bị chặn của dãy {xn}, βn → 0 và bất đẳng thức

trên ta nhận được

lim
n→∞
‖yn − xn+1‖ = 0. (2.17)

Điều này cùng với (2.15) kéo theo

lim
n→∞
‖yn − xn‖ = 0. (2.18)

Ta có PCTzn = yn − βn(xn − PCTzn) + βn(xn − x0), nên

‖xn − PCTzn‖ ≤ ‖xn − yn‖+ βn‖xn − PCTzn‖+ βn‖xn − x0‖.
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Từ (2.14) và bất đẳng thức trên, suy ra

‖xn − PCTzn‖ ≤
1

1− βn

(
‖xn − yn‖+ βn‖u0 − x0‖

)
.

Do βn → 0 (βn ≤ 1 − β, β ∈ (0, 1)), (2.18) và bất đẳng thức trên, ta

thu được

lim
n→∞
‖xn − PCTzn‖ = 0. (2.19)

Ta lại có PCTzn = PCPCTzn và do đó:

‖zn − PCTzn‖ ≤ ‖zn − PC(xn)‖+ ‖PC(xn)− PCPC(Tzn)‖
≤ ‖zn − PC(xn)‖+ ‖xn − PCTzn‖.

Vì vậy từ (2.16), (2.19) và bất đẳng thức trên, suy ra

lim
n→∞
‖zn − PCTzn‖ = 0. (2.20)

Vì dãy {xn} bị chặn nên tồn tại một dãy con {xnj} của {xn} hội tụ yếu

tới một phần tử p ∈ H khi j →∞. Từ (2.19), (2.20), ta có {znj} hội tụ
yếu tới p và do {zn} ⊂ C nên p ∈ C. Theo Bổ đề 1.1 và (2.20), suy ra

p ∈ F (PCT ) = F (T ).

Từ (2.14) và tính nửa liên tục dưới yếu của chuẩn ta có

‖x0 − u0‖ ≤ ‖x0 − p‖
≤ lim inf

j→∞
‖x0 − xnj‖

≤ lim sup
j→∞

‖x0 − xnj‖

≤ ‖x0 − u0‖.

Do vậy, ta nhận được lim
j→∞
‖x0−xnj‖ = ‖x0−u0‖ = ‖x0− p‖. Điều này

cùng với chú ý 1.1, kéo theo xkj → p = u0. Do tính duy nhất của hình

chiếu u0 = PF (T )(x0), nên ta có xn → u0. Từ (2.18), (2.19), (2.20), ta

thu được yn → u0 và zn → u0. Định lý được chứng minh. 2

Ta có các hệ quả sau.
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Hệ quả 2.1 Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của không gian

Hilbert thực H và T : C → H là ánh xạ không giãn với F (T ) 6= ∅.
Giả sử {βn} là dãy số trong [0,1] thỏa mãn βn → 0. Khi đó, dãy {xn}
và {yn}, xác định bởi

x0 ∈ H là một phần tử bất kỳ,

yn = βnx0 + (1− βn)PCTPC(xn),

Hn = {z ∈ H : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + βn(‖x0‖2 + 2〈xn − x0, z〉)},

Wn = {z ∈ H : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), n ≥ 0,

hội tụ mạnh tới u0 = PF (T )(x0), khi n→∞.

Chứng minh. Đặt αn ≡ 1 trong định lý 2.3 ta được điều phải chứng

minh. 2

Hệ quả 2.2 Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của không gian

Hilbert thực H và T : C → H là ánh xạ không giãn với F (T ) 6= ∅.
Giả sử {αn} là một dãy số trong [0,1] thỏa mãn αn → 1. Khi đó, dãy

{xn} và {yn}, xác định bởi

x0 ∈ H là một phần tử bất kỳ,

yn = PCT (αnPC(xn) + (1− αn)PCTPC(xn)),

Hn = {z ∈ H : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},

Wn = {z ∈ H : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), n ≥ 0,

hội tụ mạnh tới u0 = PF (T )(x0), khi n→∞.

Chứng minh. Trong định lý 2.3, chọn βn ≡ 0, ta nhận được điều phải

chứng minh. 2
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2.3. Phương pháp dạng đường dốc lai ghép thu hẹp cho ánh

xạ không giãn

Trong Mục này, chúng tôi giới thiệu một phương pháp lặp mới trên cơ

sở phương pháp lai ghép trong qui hoạch toán học và phương pháp dạng

đường dốc lai ghép để tìm điểm bất động của ánh xạ không giãn trong

không gian Hilbert thực H . Cụ thể, dãy lặp {xn} được xác định như sau:

x0 ∈ H = H0,

yn = xn − µn(I − TPC)xn,

Hn+1 = {z ∈ Hn : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},

xn+1 = PHn+1
(x0), n ≥ 0.

(2.21)

Ta có định lý dưới đây.

Định lý 2.4 Cho C là tập con lồi, đóng của không gian Hilbert thực

H và cho T là ánh xạ không giãn trên C sao cho F (T ) 6= ∅. Giả sử

{µn} là một dãy trong (a, 1) với a ∈ (0, 1]. Khi đó dãy {xn} và {yn},
xác định bởi (2.21), cùng hội tụ mạnh tới u0 = PF (T )(x0), khi n→∞.

Chứng minh. Trước hết, chú ý rằng ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖ tương đương

với

〈yn − xn, xn − z〉 ≤ −
1

2

∥∥yn − xn∥∥2.
Như vậy, Hn là một nửa không gian. Ta chỉ ra F (T ) ⊂ Hn với mọi n ≥ 0.

Rõ ràng F (T ) = F (TPC) := {p ∈ H : TPC(p) = p} với mỗi ánh xạ T

từ C vào C. Do vậy, với mỗi p ∈ F (T ) ta có:

‖yn − p‖ = ‖(1− µn)xn + µnTPC(xn)− p‖
= ‖(1− µn)(xn − p) + µn(TPCxn − TPCp)‖
≤ (1− µn)‖xn − p‖+ µn‖xn − p‖
= ‖xn − p‖.
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Do đó, p ∈ Hn với mọi n ≥ 0. Điều này chứng tỏ F (T ) ⊆ Hn với mọi

n ≥ 0.

Vì F (T ) là tập con lồi, đóng, khác rỗng của H , nên tồn tại duy nhất

phần tử u0 ∈ F (T ) sao cho u0 = PF (T )(x0). Từ xn+1 = PHn+1
(x0), suy

ra

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖z − x0‖,

với mọi z ∈ Hn+1. Đặc biệt, vì u0 ∈ F (T ) ⊂ Hn+1, nên

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖u0 − x0‖, ∀n ≥ 0. (2.22)

Bây giờ, ta chỉ ra

lim
n→∞
‖xn+m − xn‖ = 0, (2.23)

với mọi số nguyên m > 0. Thật vậy, từ định nghĩa của Hn+1, ta có

Hn+1 ⊆ Hn và

‖xn − x0‖ ≤ ‖xn+1 − x0‖, ∀n ≥ 0.

Suy ra tồn tại lim
n→∞
‖xn − x0‖ = c. Tiếp theo, từ Mệnh đề 1.1,

xn+m ∈ Hn và xn = PHn
(x0), ta nhận được

〈xn − x0, xn+m − xn〉 ≥ 0.

Do đó:

‖xn+m − xn‖2 = ‖xn+m − x0‖2 − ‖xn − x0‖2 − 2〈xn − x0, xn+m − xn〉
≤ ‖xn+m − x0‖2 − ‖xn − x0‖2.

Đánh giá trên cùng với lim
n→∞
‖xn − x0‖ = c, suy ra (2.23). Vậy, {xn} là

dãy Cauchy. Giả sử xn → p ∈ H . Mặt khác, từ (2.23) và bất đẳng thức

‖xn − TPCxn‖ =
1

µn

∥∥yn − xn∥∥
≤ 1

a

(∥∥yn − xn+m∥∥+∥∥xn+m − xn∥∥)
≤ 2

a

∥∥xn+m − xn∥∥,
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ta nhận được

lim
n→∞
‖xn − TPCxn‖ = 0.

Suy ra p = TPC(p), hay p ∈ F (T ). Từ (2.22) và Mệnh đề 1.1 ta suy ra

p = u0. Sự hội tụ mạnh của dãy {yn} về u0 được suy ra từ

lim
n→∞
‖yn − xn‖ = lim

n→∞
µn‖xn − TPCxn‖ = 0,

và xn → u0. Định lý được chứng minh. 2

2.4. Điểm bất động chung cho hai ánh xạ không giãn trên

hai tập

Chúng tôi đưa vào phương pháp lặp mới trên cơ sở phương pháp lai

ghép trong qui hoạch toán học, phương pháp lặp Mann - Halpern để tìm

một điểm bất động của hai ánh xạ không giãn trên hai tập trong không

gian Hilbert thực H .

Giả sử C1, C2, là hai tập con lồi, đóng trong H và T1 : C1 → C1,

T2 : C2 → C2 là ánh xạ không giãn. Ta xét bài toán: Tìm

p ∈ F := F (T1) ∩ F (T2), (2.24)

giả thiết rằng F không rỗng.

Một số trường hợp đặc biệt của (2.24) như sau:

(i) Nếu T1 = T2 = I ánh xạ đồng nhất trong H , (2.24) thì bài toán

trở thành bài toán là tập chấp nhận được lồi đã nghiên cứu trong [8];

(ii) Nếu C1 = C2 = C, thì bài toán (2.24) đã được nghiên cứu trong

[19].

Để giải quyết bài toán (2.24) chúng tôi đề xuất phương pháp lặp mới

như sau: x0 ∈ H là một phần tử bất kỳ,

zn = xn − µn(xn − T1PC1
(xn)),

(2.25)
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yn = βnx0 + (1− βn)T2PC2
(zn),

Hn = {z ∈ H : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2

+βn(‖x0‖2 + 2〈xn − x0, z〉)},

Wn = {z ∈ H : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), n ≥ 0.

Ta có định lý sau.

Định lý 2.5 Cho C1 và C2 là hai tập con lồi, đóng, khác rỗng của

không gian Hilbert thực H và T1, T2 là hai ánh xạ không giãn trên

C1 và C2, sao cho F := F (T1) ∩ F (T2) 6= ∅. Giả sử {µn} và {βn} là
các dãy số trong [0,1] sao cho µn ∈ (a, b) với a, b ∈ (0, 1) và βn → 0.

Khi đó, dãy {xn}, {zn} và {yn}, xác định bởi (2.25) hội tụ mạnh tới

u0 = PF (x0), khi n→∞.

Chứng minh. Trước hết, chú ý rằng

‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + βn(‖x0‖2 + 2〈xn − x0, z〉),

tương đương với

〈(1− βn)xn + βnx0 − yn, z〉 ≤ 〈xn − yn, xn〉 −
1

2
‖yn − xn‖2 +

βn
2
‖x0‖2.

Vì vậy, Hn là một nửa không gian. Ta luôn có

F (T ) = F (TPC) := {p ∈ H : TPC(p) = p},

với mọi ánh xạ T từC vàoC. Vì vậy F = F (T̃1)∩F (T̃2) ở đây T̃i = TiPCi
,

và T̃i, i = 1, 2, là hai ánh xạ không giãn trên H . Từ (2.25) và Mệnh đề

1.1, với mọi p ∈ F , ta có:

‖zn − p‖2 = ‖(1− µn)(xn − p) + µn(T̃1xn − p)‖2

= (1− µn)‖xn − p‖2 + µn‖T̃1xn − p‖2

− (1− µn)µn‖xn − T̃1xn‖2

≤ (1− µn)‖xn − p‖2 + µn‖xn − p‖2

− (1− µn)µn‖xn − T̃1xn‖2

(2.26)
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= ‖xn − p‖2 − (1− µn)µn‖xn − T̃1xn‖2 ≤ ‖xn − p‖2.

Bằng lập luận tương tự, đồng thời kết hợp với tính lồi của chuẩn ‖.‖2, ta
nhận được:

‖yn − p‖2 = ‖βnx0 + (1− βn)T̃2zn − p‖2

≤ βn‖x0 − p‖2 + (1− βn)‖T̃2zn − T̃2p‖2

≤ βn‖x0 − p‖2 + (1− βn)‖zn − p‖2

≤ βn‖x0 − p‖2 + (1− βn)‖xn − p‖2

= ‖xn − p‖2 + βn(‖x0 − p‖2 − ‖xn − p‖2)
= ‖xn − p‖2 + βn(‖x0‖2 + 2〈xn − x0, p〉).

Do đó, p ∈ Hn với mọi n ≥ 0. Điều đó có nghĩa là F (T ) ⊂ Hn với mọi

n ≥ 0.

Tiếp theo, ta chỉ ra F (T ) ⊂ Hn∩Wn với mỗi n ≥ 0 bằng qui nạp. Với

n = 0, ta có W0 = H và do đó F (T ) ⊂ H0 ∩W0. Giả sử xi đã biết và

F (T ) ⊂ Hi∩Wi với i > 0. Tồn tại duy nhất một phần tử xi+1 ∈ Hi∩Wi

sao cho xi+1 = PHi∩Wi
(x0). Theo Mệnh đề 1.3 ta có

〈xi+1 − x0, p− xi+1〉 ≥ 0,

với mỗi p ∈ Hi ∩ Wi. Vì F (T ) ⊂ Hi ∩ Wi nên F (T ) ⊂ Wi+1. Vậy

F (T ) ⊂ Hi+1 ∩Wi+1.

Vì F (T ) là một tập con lồi, đóng, khác rỗng củaH nên tồn tại duy nhất

phần tử u0 ∈ F (T ) sao cho u0 = PF (T )(x0). Từ xn+1 = PHn∩Wn
(x0), suy

ra

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖z − x0‖,

với mọi z ∈ Hn ∩Wn. Đặc biệt, vì u0 ∈ F (T ) ⊂ Wn, nên

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖u0 − x0‖, n ≥ 0. (2.27)

Điều này kéo theo dãy {xn} bị chặn.
Ta chỉ ra

lim
n→∞
‖xn+1 − xn‖ = 0. (2.28)
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Từ định nghĩa của Wn và từ Mệnh đề 1.3 suy ra xn = PWn
(x0). Vì

xn+1 ∈ Hn ∩Wn, nên

‖xn+1 − x0‖ ≥ ‖xn − x0‖, n ≥ 0.

Do đó {‖xn − x0‖} là không giảm và bị chặn. Suy ra, tồn tại giới hạn

lim
n→∞
‖xn − x0‖ = c. Từ xn+1 ∈ Wn, suy ra

〈xn − x0, xn+1 − xn〉 ≥ 0,

và

‖xn − xn+1‖2 = ‖xn − x0 − (xn+1 − x0)‖2

= ‖xn − x0‖2 − 2〈xn − x0, xn+1 − x0〉+ ‖xn+1 − x0‖2

≤ ‖xn+1 − x0‖2 − ‖xn − x0‖2, ∀n ≥ 0.

Do vậy (2.28) được suy ra từ bất đẳng thức trên và lim
n→∞
‖xn − x0‖ = c.

Mặt khác, vì xn+1 ∈ Hn nên

‖yn − xn+1‖2 ≤ ‖xn − xn+1‖2 + βn(‖x0‖+ 2〈xn − x0, xn+1〉).

Từ (2.28), tính bị chặn của dãy {xn}, βn → 0 và từ bất đẳng thức trên,

suy ra

lim
n→∞
‖yn − xn+1‖ = 0. (2.29)

Điều này cùng với (2.28) kéo theo

lim
n→∞
‖yn − xn‖ = 0. (2.30)

Ta có T̃2zn = yn − βn(xn − T̃2zn) + βn(xn − x0) và

‖xn − T̃2zn‖ ≤ ‖xn − yn‖+ βn‖xn − T̃2zn‖+ βn‖xn − x0‖.

Từ (2.27) và bất đẳng thức trên, suy ra

‖xn − T̃2zn‖ ≤
1

1− βn
(‖xn − yn‖+ βn‖u0 − x0‖).
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Do βn → 0 (βn ≤ 1− β với β ∈ (0, 1)), (2.30) và bất đẳng thức trên, ta

nhận được

lim
n→∞
‖xn − T̃2zn‖ = 0. (2.31)

Tiếp theo, ta sẽ chỉ ra ‖xn − T̃1xn‖ → 0 và ‖xn − T̃2xn‖ → 0, khi

n → ∞. Thật vậy, từ tính bị chặn của dãy {xn}, với bất kỳ p ∈ F và

dãy con {T̃1xnk − xnk} của {T̃1xn − xn}, tồn tại dãy con {xnj} ⊂ {xnk}
sao cho

lim
j→∞
‖xnj − p‖ = lim sup

k→∞
‖xnk − p‖ = a.

Từ (2.31), (2.26) và đánh giá

‖xnj − p‖ ≤ ‖xnj − T̃2znj‖+ ‖T̃2znj − p‖
≤ ‖xnj − T̃2znj‖+ ‖znj − p‖
≤ ‖xnj − T̃2znj‖+ ‖xnj − p‖,

ta nhận được

lim
j→∞
‖xnj − p‖ = lim

j→∞
‖znj − p‖ = a. (2.32)

Từ (2.26) và giả thiết µn, suy ra

a(1− b)‖T̃1xnj − xnj‖ ≤ ‖xnj − p‖ − ‖znj − p‖,

điều này kết hợp với (2.32), suy ra ‖T̃1xnj − xnj‖ → 0 và do đó

‖T̃1xn − xn‖ → 0, khi n→∞. Hơn nữa, ta có các đánh giá

‖T̃2xn − xn‖ ≤ ‖T̃2xn − T̃2zn‖+ ‖T̃2zn − xn‖
≤ ‖xn − zn‖+ ‖T̃2zn − xn‖,

(2.33)

lim
n→∞
‖zn − xn‖ = lim

n→∞
µn‖T̃1xn − xn‖ = 0. (2.34)

Từ (2.31), (2.33), (2.34) và ‖T̃1xn − xn‖ → 0, ta nhận được

‖T̃2xn − xn‖ → 0. Vì dãy {xn} bị chặn, nên tồn tại dãy con {xni}
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của {xn} hội tụ yếu đến phần tử p ∈ H khi i → ∞. Do đó, theo Bổ đề

1.1 và ‖T̃1xn − xn‖, ‖T̃2xn − xn‖ → 0, ta có p ∈ F .

Từ (2.27) và tính nửa liên tục dưới yếu của chuẩn ta suy ra

‖x0 − u0‖ ≤ ‖x0 − p‖
≤ lim inf

j→∞
‖x0 − xnj‖

≤ lim sup
j→∞

‖x0 − xnj‖

≤ ‖x0 − u0‖.

Do vậy, ta nhận được lim
j→∞
‖x0 − xnj‖ = ‖x0 − u0‖ = ‖x0 − p‖. Từ

chú ý 1.1, suy ra xnj → p = u0. Do tính duy nhất của hình chiếu

u0 = PF (T )(x0), nên ta có xn → u0. Từ (2.30) và (2.34), ta thu được

yn → u0 và zn → u0, tương ứng. Định lý được chứng minh. 2

Ta có các hệ quả sau.

Hệ quả 2.3 Cho C1, C2, là hai tập con lồi, đóng, khác rỗng của không

gian Hilbert thực H và T1 : C1 → C1, T2 : C2 → C2 là hai ánh xạ không

giãn với F (T1) ∩ F (T2) 6= ∅. Giả sử {µn} là dãy số trong [0,1] thỏa

mãn 0 < a ≤ µn ≤ b < 1. Khi đó, dãy {xn} và {yn}, xác định bởi

x0 ∈ H là một phần tử bất kỳ,

yn = T2PC2
(xn − µn(xn − T1PC1

(xn))),

Hn = {z ∈ H : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},

Wn = {z ∈ H : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), n ≥ 0,

hội tụ mạnh tới u0 = PF (T )(x0), khi n→∞.

Chứng minh. Trong định lý 2.5, chọn βn ≡ 0 ta được điều phải chứng

minh. 2

Hệ quả 2.4 Cho C1, C2, là hai tập con lồi, đóng, khác rỗng của không

gian Hilbert thực H và C := C1 ∩ C2 6= ∅ . Giả sử {µn} {βn} là hai
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dãy số trong [0,1] thỏa mãn βn → 0. Khi đó, dãy {xn} và {yn}, xác
định bởi

x0 ∈ H là một phần tử bất kỳ,

zn = xn − µn(xn − PC1
(xn)),

yn = βnx0 + (1− βn)PC2
(zn),

Hn = {z ∈ H : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + βn(‖x0‖2 + 2〈xn − x0, z〉)},

Wn = {z ∈ H : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), n ≥ 0,

hội tụ mạnh tới u0 = PC(x0), khi n→∞.

Chứng minh. Trong định lý 2.5, chọn T1 = T2 = I ta nhận được điều

phải chứng minh. 2

2.5. Ví dụ tính toán minh họa

Dưới đây, ta sẽ xét một số ví dụ đơn giản nhằm minh họa cho các

phương pháp lặp được giới thiệu ở trên.

Trong toàn bộ luận án, các chương trình thực nghiệm đều được viết bằng

ngôn ngữ MATLAB 704 và đã thử nghiệm chạy trên máy tính HP Compaq

510, Core(TM) 2 Duo CPU. T5870 2.0 GHz., Ram 2GB.

Ví dụ 2.1 Xét ánh xạ T từ không gian L2[0, 1] vào chính nó được xác

định như sau:

(T (x))(u) = 3

∫ 1

0

usx(s)ds+ 3u− 2, (2.35)

với mọi x ∈ L2[0, 1]. Khi đó, với mọi x, y ∈ L2[0, 1] ta có:

‖T (x)− T (y)‖ = 3

(∫ 1

0

( ∫ 1

0

us(x(s)− y(s))ds
)2
du

)1/2
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≤ 3

(∫ 1

0

( ∫ 1

0

u2s2ds

∫ 1

0

(x(s)− y(s))2ds
)
du

)1/2

≤ ‖x− y‖.

Suy ra T là một ánh xạ không giãn.

Xét ánh xạ f từ L2[0, 1] vào chính nó được xác định bởi

(f(x))(u) =
1

2
x(u), với mọi x ∈ L2[0, 1]. (2.36)

Khi ấy f là ánh xạ co với hệ số co α̃ =
1

2
.

Dễ thấy bài toán bất đẳng thức biến phân: Tìm p∗ ∈ F (T ) sao cho

〈p∗ − f(p∗), p− p∗〉 ≥ 0, ∀p ∈ F (T ), (2.37)

có nghiệm duy nhất là p∗ = 3u− 2.

Chúng tôi, thực hiện thử nghiệm số cho bài toán tìm điểm bất động

của ánh xạ không giãn T bởi phương pháp lặp ẩn (2.1), (2.2). Từ (2.1)

ta xác định được

T t = T t1T
t
0 = T t1[(1− λtµ)I + λtµf ]

= (1− βt)(1−
λtµ

2
)I + βtT ((1−

λtµ

2
)I).

(2.38)

Vì thế phương trình T tx(u) = x(u) tương đương với

(1− βt)(1−
λtµ

2
)x(u) + βt(3

∫ 1

0

(1− λtµ

2
)usx(s)ds+ 3u− 2) = x(u).

Hay ta có

(1− (1− βt)(1−
λtµ

2
))x(u)− 3βt(1−

λtµ

2
)

∫ 1

0

usx(s)ds

= βt(3u− 2).

(2.39)

Để tìm nghiệm, ta xấp xỉ tích phân trong (2.39) theo công thức hình

thang bằng cách chia đoạn [0, 1] thànhM đoạn con bằng nhau với độ dài
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h =
1

M
bởi các điểm chia ui =

i

M
, (i = 0,M). Khi đó phương trình

xấp xỉ của (2.39) là

[(1− (1− βt)(1−
λtµ

2
))I − 3βt(1−

λtµ

2
)B]X

= βt(3u
T − (2, 2, ..., 2))

(2.40)

trong đó B = (bij) là ma trận vuông cỡ M + 1 xác định bởi

bij :=


h

2
uiu0 nếu j = 0,

h

2
uiuM nếu j =M,

huiuj trong các trường hợp khác,

và I là ma trận đơn vị cùng cấp với B.

X = (x(u0), x(u1), ..., x(uM))T và uT = (u0, u1, ..., uM).

Chọn βt = β = 10−4, µ =
2

5
, λt = λ = 10−4 và tính ma trận

A = (1− (1− β)(1− λµ

2
))I − 3β(1− λµ

2
)B

và tính vế phải g = β(3uT − (2, 2, ..., 2)T ). Khi đó từ (2.40) ta tính được

nghiệm xấp xỉ X = A−1g. Với nghiệm chính xác p∗ = 3u− 2.

Kết quả tính toán ở bước lặp thứ 20 được thể hiện trong bảng sau

Bảng 2.1

Các nút chia ui Nghiệm xx X(ui) Nghiệm cx p∗(ui)

u0 = 0.00000000000000 −1.666694444908047 −2.00000000000000
u1 = 0.05000000000000 −1.540906200737406 −1.85000000000000
u2 = 0.10000000000000 −1.415117956566764 −1.70000000000000
u3 = 0.15000000000000 −1.289329712396123 −1.55000000000000
u4 = 0.20000000000000 −1.163541468225481 −1.40000000000000
u5 = 0.25000000000000 −1.037753224054840 −1.25000000000000
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u6 = 0.30000000000000 −0.911964979884199 −1.10000000000000
u7 = 0.35000000000000 −0.786176735713558 −0.95000000000000
u8 = 0.40000000000000 −0.660388491542917 −0.80000000000000
u9 = 0.45000000000000 −0.534600247372275 −0.65000000000000
u10 = 0.50000000000000 −0.408812003201634 −0.50000000000000
u11 = 0.55000000000000 −0.283023759030993 −0.35000000000000
u12 = 0.60000000000000 −0.157235514860352 −0.20000000000000
u13 = 0.65000000000000 −0.031447270689710 −0.05000000000000
u14 = 0.70000000000000 0.094340973480931 0.10000000000000

u15 = 0.75000000000000 0.220129217651572 0.25000000000000

u16 = 0.80000000000000 0.345917461822214 0.40000000000000

u17 = 0.85000000000000 0.471705705992855 0.55000000000000

u18 = 0.90000000000000 0.597493950163497 0.70000000000000

u19 = 0.95000000000000 0.723282194334137 0.85000000000000

u20 = 1.00000000000000 0.849070438504779 1.00000000000000

Tiếp theo, chúng tôi cũng thực hiện thử nghiệm số cho phương pháp

lặp hiện (2.8). Trong trường hợp này ta có

yk = (1− λkµ)xk +
λkµxk

2
= (1− λkµ

2
)xk

nên

Tyk(u) = (1− λkµ

2
)(3

∫ 1

0

usxk(s)ds+ 3u− 2).

Cũng làm tương tự như trên, ta có phương trình xấp xỉ là

TYk = (1− λkµ

2
)(3BXk + p) = (Tyk(u0), T yk(u1), ..., T yk(uM)),

ở đây p = 3(u0, u1, ..., uM)−(2, 2, ..., 2), Xk = (xk(u0), xk(u1), ..., xk(uM)).

Chọn µ =
2

5
, γk =

1

2
, λk =

1

k
, ∀k ≥ 1 và áp dụng công thức lặp (2.8)

đối với xấp xỉ này ta được

Xk+1 = (1− γk)Xk + γk(1−
λkµ

2
)(3BXk + p).
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Kết quả tính toán ở bước lặp thứ 20 được thể hiện trong bảng sau

Bảng 2.2

Các nút chia ui Nghiệm xx X(ui) Nghiệm cx p∗(ui)

u0 = 0.0000000000000 −1.999998092651367 −2.0000000000000
u1 = 0.0500000000000 −1.848447062448525 −1.8500000000000
u2 = 0.1000000000000 −1.696896032245682 −1.7000000000000
u3 = 0.15000000000000 −1.545345002042839 −1.55000000000000
u4 = 0.20000000000000 −1.393793971839996 −1.40000000000000
u5 = 0.25000000000000 −1.242242941637154 −1.25000000000000
u6 = 0.30000000000000 −1.090691911434311 −1.10000000000000
u7 = 0.35000000000000 −0.939140881231469 −0.95000000000000
u8 = 0.40000000000000 −0.787589851028625 −0.80000000000000
u9 = 0.45000000000000 −0.636038820825783 −0.65000000000000
u10 = 0.50000000000000 −0.484487790622940 −0.50000000000000
u11 = 0.55000000000000 −0.332936760420098 −0.35000000000000
u12 = 0.60000000000000 −0.181385730217255 −0.20000000000000
u13 = 0.65000000000000 −0.029834700014412 −0.05000000000000
u14 = 0.70000000000000 0.121716330188430 0.10000000000000

u15 = 0.75000000000000 0.273267360391273 0.25000000000000

u16 = 0.80000000000000 0.424818390594116 0.40000000000000

u17 = 0.85000000000000 0.576369420796958 0.55000000000000

u18 = 0.90000000000000 0.727920450999801 0.70000000000000

u19 = 0.95000000000000 0.879471481202644 0.85000000000000

u20 = 1.00000000000000 1.031022511405487 1.00000000000000

Cũng với bài toán đã xét ở trên, xét phương pháp lặp hiện (2.9). Ta có

yk = (1− βk)xk + βkTxk nên bằng phương pháp tương tự ta có phương

trình xấp xỉ là

Yk = (1− βk)Xk + βk(3BXk + p),
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trong đó

Yk = (yk(u0), yk(u1), ..., yk(uM))T , Xk = (xk(u0), xk(u1), ..., xk(uM))T

và p = 3(u0, u1, ..., uM)− (2, 2, ..., 2).

Chọn µ =
2

5
, βk = γk =

1

2
, λk =

1

k
với mọi k ≥ 1, áp dụng công thức

lặp (2.9) cho xấp xỉ này ta được

Xk+1 = (1− γk)Xk + γk(1−
λkµ

2
)Yk.

Kết quả tính toán ở bước lặp thứ 50 được trình bày trong bảng dưới

Bảng 2.3

Các nút chia ui Nghiệm xx X(ui) Nghiệm cx p∗(ui)

u0 = 0.0000000000000 −1.982945017736413 −2.0000000000000
u1 = 0.0500000000000 −1.832285258509282 −1.8500000000000
u2 = 0.1000000000000 −1.681625499282151 −1.7000000000000
u3 = 0.15000000000000 −1.530965740055019 −1.55000000000000
u4 = 0.20000000000000 −1.380305980827888 −1.40000000000000
u5 = 0.25000000000000 −1.229646221600757 −1.25000000000000
u6 = 0.30000000000000 −1.078986462373626 −1.10000000000000
u7 = 0.35000000000000 −0.928326703146494 −0.95000000000000
u8 = 0.40000000000000 −0.777666943919363 −0.80000000000000
u9 = 0.45000000000000 −0.627007184692231 −0.65000000000000
u10 = 0.50000000000000 −0.476347425465100 −0.50000000000000
u11 = 0.55000000000000 −0.325687666237969 −0.35000000000000
u12 = 0.60000000000000 −0.175027907010838 −0.20000000000000
u13 = 0.65000000000000 −0.024368147783706 −0.05000000000000
u14 = 0.70000000000000 0.126291611443425 0.10000000000000

u15 = 0.75000000000000 0.276951370670556 0.25000000000000

u16 = 0.80000000000000 0.427611129897688 0.40000000000000

u17 = 0.85000000000000 0.578270889124819 0.55000000000000
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u18 = 0.90000000000000 0.728930648351950 0.70000000000000

u19 = 0.95000000000000 0.879590407579081 0.85000000000000

u20 = 1.00000000000000 0.849070438504779 1.00000000000000

Ví dụ 2.2 Trong không gian R2, xét hai hình tròn S1 và S2 lần lượt

được cho bởi

S1 : (x− 2)2 + (y − 2)2 ≤ 1,

S2 : (x− 4)2 + (y − 2)2 ≤ 4.

Xét bài toán tìm một phần tử x∗, sao cho x∗ ∈ S = S1 ∩ S2.

Gọi T1 và T2 lần lượt là các phép chiếu mêtric từ R2 lên S1 và S2 và đặt

T =
T1 + T2

2
. Khi đó, T là một ánh xạ không giãn và F (T ) = S. Như

vậy, bài toán trên được đưa về bài toán tìm một điểm bất động của ánh

xạ không giãn T .

Hình 2.1

Ta có

S1 có tâm I1 = (2, 2) và bán kính r1 = 1.

S2 có tâm I2 = (4, 2) và bán kính r2 = 2.

Tính Txn = (T1xn + T2xn)/2, bởi

T1xn =


xn nếu d(xn, I1) ≤ r1,

I1 +
r1(xn − I1)
||xn − I1||2

nếu d(xn, I1) > r1,
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T2xn =


xn nếu d(xn, I2) ≤ r2,

I2 +
r2(xn − I2)
||xn − I2||2

nếu d(xn, I2) > r2,

và ta có

Hn = {z ∈ H : ‖xn − z‖2 + βn(‖x0‖2 + 2〈xn − x0, z〉) ≥ ‖yn − z‖2}
= {z ∈ H : 〈2(βn − 1)xn + 2yn − 2βnx0, z〉
≥ ||yn||2 − ||xn||2 − βn||xn||2}.

Wn = {z ∈ H : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0}
= {z ∈ H : 〈xn, x0 − xn〉 ≥ 〈z, x0 − xn〉}.

Lặp lại quá trình trên và chọn αn = 1 − 1

n+ 1
, βn =

1

n
, x0 =

(9
4
, 0
)
,

tính xn+1 = PHn∩Wn
(x0).

Kết quả tính toán ở bước lặp thứ 1000 trình bày trong bảng sau

Bảng 2.4

Nghiệm Nghiệm xx xn Nghiệm xx yn Nghiệm xx zn

x1 x2 x1n x2n y1n y2n z1n z2n

2.2500000 1.0317541 2.2332447 1.0319233 2.2396581 1.0343974 2.2332510 1.03192782

Ví dụ 2.3 Trong không gian R2, xét hai tập hợp C1 và C2 lần lượt được

cho bởi

C1 = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x, y ≤ 1},
C2 = {(x, y) ∈ R2 : 3x− 2y ≥ −1, x+ 4y ≥ 2, 2x+ y ≤ 4}.

Gọi T1 và T2 lần lượt là các phép chiếu mêtric từ R2 lên C1 và C2. Khi

đó, T1, T2 là các ánh xạ không giãn và F (T1) = C1, F (T2) = C2. Bài

toán tìm một phần tử x∗ ∈ C1 ∩ C2 được đưa về bài toán tìm một điểm

bất động chung của hai ánh xạ không giãn T1 và T2.

Việc tính toán các siêu phẳng Hn, Wn và hình chiếu tương ứng của x0

trên Hn, Wn được làm tương tự như ví dụ 2.2.
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Hình 2.2

Chọn x0 = (0, 0), βn =
1

n
, µn =

1

2
, tính xn+1 = PHn∩Wn

(x0).

Kết quả tính toán ở bước lặp thứ 5000 được trình bày trong bảng sau

Bảng 2.5

Nghiệm xn yn zn

x1 x2 x1n x2n y1n y2n z1n z2n

0.1176470 0.4705882 0.1153171 0.4612687 0.1176235 0.4704941 0.1153169 0.4612678

Ví dụ 2.4 Xét bài toán tìm một điểm chung của hai đường tròn được

đề cập trong ví dụ 2.2, với dãy lặp {xn} được xác định bởi (2.21). Theo

phương pháp này, ta có

Hn+1 = {z ∈ Hn : ||xn − z|| ≥ ||yn − z||}

= {z ∈ Hn : 〈yn − xn, z〉 ≥
1

2
(||yn||2 − ||xn||2)}.

Đặt P = yn− xn, M =
1

2
(||yn||2− ||xn||2). Khi đó, tập Hn+1 được viết

lại ở dạng sau

Hn+1 = {z ∈ Hn : 〈P, z〉 ≥M}.

Đặt

W0 = H, Wn = {z ∈ H : 〈P, z〉 ≥M}, n ≥ 1.
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Khi đó,

Hn+1 = W0 ∩W1... ∩Wn, n ≥ 0.

Chọn x0 =
(9
4
, 0
)
, µn =

1

2
và tính

xn+1 = PHn+1
(x0) = PW0∩W1...∩Wn

(x0).

Như vậy, để xác định PHn+1
(x0), ta có thể sử dụng phương pháp chiếu

xoay vòng dạng

uk+1 = PWk mod n
(uk), u0 = x0, k ≥ 0,

hoặc sử dụng phương pháp lặp dưới đây

uk+1 =

∑n
i=1 PWi

(uk)

n
, u0 = x0, k ≥ 0. (2.41)

Ở đây chúng tôi sử dụng phương pháp lặp (2.41) để xấp xỉ PHn+1
(x0).

Kết quả tính toán ở bước lặp thứ 200 được trình bày bảng sau

Bảng 2.6

Nghiệm xn yn

x1 x2 x1n x2n y1n y2n

2.2500000000 1.0317541634 2.2499871121 1.0317755681 2.2500564711 1.0317684570

Nhận xét 2.1 Qua các kết quả số ở trên, ta nhận thấy nếu số bước lặp

càng lớn thì nghiệm xấp xỉ càng gần nghiệm chính xác.

Kết luận

Chương này, chúng tôi đưa ra cải biên mới cho các phương pháp lặp

của Moudafi A. và đã thu được các định lý về sự hội tụ mạnh của các

phương pháp lặp (2.1), (2.2), (2.8), (2.9) với các điều kiện nhẹ hơn so với

kết quả trước đó "Định lý 2.1, Định lý 2.2". Tiếp theo, chúng tôi nghiên

cứu kết hợp phương pháp lặp Mann - Halpern và phương pháp lai ghép

trong qui hoạch toán học, cho bài toán tìm điểm bất động của một ánh
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xạ hay hai ánh xạ không giãn (2.13), (2.25) "Định lý 2.3, Định lý 2.5".

Cuối cùng, chúng tôi thu được sự hội tụ mạnh của phương pháp dạng

đường dốc lai ghép (2.21) "Định lý 2.4". Một điểm nổi bật ở các kết quả

thu được trong các "Định lý 2.3, Định lý 2.4" và "Định lý 2.5" là các tập

Cn và Qn được thay bằng các nửa không gian. Mục cuối cùng của chương

này, dành cho việc trình bày các ví dụ số đơn giản nhằm minh họa cho

tính đúng đắn của các kết quả nghiên cứu đạt được.
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Chương 3

Phương pháp xấp xỉ tìm điểm bất

động của nửa nhóm không giãn

Mở rộng cho bài toán tìm điểm bất động của nửa nhóm ánh xạ không

giãn {T (t) : t ≥ 0}, năm 2003, Nakajo K. và Takahashi W. đã đề xuất

phương pháp (0.6), dãy {xn} hội tụ mạnh tới u0 = PF(x0). Năm 2008,

Saejung S. đã xét quá trình lặp tương tự mà không cần dùng đến tích

phân Bochner. Khi đó dãy {xn} xác định bởi (0.8) hội tụ mạnh tới điểm

bất động chung u0 = PF(x0) của nửa nhóm ánh xạ không giãn.

Chương này gồm 3 mục. Mục 3.1 đưa ra định lý hội tụ mạnh về điểm

bất động chung của một nửa nhóm không giãn, dựa trên phương pháp

lặp Mann - Halpern và phương pháp lai ghép trong qui hoạch toán học.

Mục 3.2 đề cập đến một số định lý hội tụ mạnh cho bài toán tìm điểm bất

động chung của hai nửa nhóm không giãn trên hai tập khác nhau. Mục

3.3 giới thiệu ví dụ số đơn giản nhằm minh họa thêm cho các kết quả lý

thuyết thu được. Các kết quả chương này được lấy từ các bài báo (1), (3),

(4) trong danh mục các công trình đã công bố liên quan đến luận án.

3.1. Điểm bất động của một nửa nhóm không giãn

Giả sử {T (t) : t ≥ 0} là một nửa nhóm không giãn trên tập con khác
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rỗng, lồi và đóngC của không gian Hilbert thựcH vớiF = ∩t≥0F (T (t)) 6=
∅. Để tìm một phần tử p ∈ F , dựa trên các phương pháp lặp Mann -

Halpern và phương pháp lai ghép trong qui hoạch toán học, chúng tôi đề

xuất một phương pháp lặp mới sau:

x0 ∈ H là một phần tử bất kỳ,

zn = αnPC(xn) + (1− αn) 1
tn

∫ tn
0 T (s)PC(xn)ds,

yn = βnx0 + (1− βn) 1
tn

∫ tn
0 T (s)znds,

Hn = {z ∈ H : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2

+βn(‖x0‖2 + 2〈xn − x0, z〉)},

Wn = {z ∈ H : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), n ≥ 0.

(3.1)

Chúng tôi sẽ chỉ ra sự hội tụ mạnh của dãy {xn}, {yn} và {zn} xác định

bởi (3.1) về điểm bất động chung của nửa nhóm không giãn

{T (t) : t ≥ 0} với một số điều kiện thích hợp đặt lên các tham số

{αn}, {βn} và {tn}.
Trước hết, ta cần bổ đề sau.

Bổ đề 3.1 (xem [30]) Cho C là một tập con lồi, đóng, bị chặn khác

rỗng của không gian Hilbert thực H và {T (t) : t ≥ 0} là nửa nhóm

không giãn trên C. Khi đó, với mỗi h ≥ 0 thì

lim sup
t→∞

sup
y∈C

∥∥∥∥T (h)(1t
∫ t

0

T (s)yds

)
−1
t

∫ t

0

T (s)yds

∥∥∥∥= 0.

Ta chứng minh định lý sau.

Định lý 3.1 Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của không gian

Hilbert thực H và {T (t) : t ≥ 0} là nửa nhóm không giãn trên C với

F = ∩t≥0F (T (t)) 6= ∅. Giả sử {αn} và {βn} là các dãy số trong [0,1]

thỏa mãn αn → 1, βn → 0 và tn → +∞. Khi đó, các dãy {xn}, {zn}
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và {yn} xác định bởi (3.1) cùng hội tụ mạnh tới u0 = PF(x0), khi

n→∞.

Chứng minh. Với mỗi p ∈ F , ta có

p = PC(p) = T (s)PC(p),

trong đó s > 0. Do đó từ (3.1) và tính lồi của ‖.‖2 ta nhận được

‖zn − p‖2 =
∥∥∥∥αn(PC(xn)− p)

+ (1− αn)
(
1

tn

∫ tn

0

T (s)PC(xn)ds− p
)∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥αn(PC(xn)− PC(p))
+ (1− αn)

(
1

tn

∫ tn

0

[T (s)PC(xn)− T (s)PC(p)]ds
)∥∥∥∥2

≤ αn‖xn − p‖2 + (1− αn)
(
1

tn

∫ tn

0

∥∥∥∥T (s)PC(xn)− T (s)PC(p)∥∥∥∥ds)2

≤ αn‖xn − p‖2 + (1− αn)‖PC(xn)− PC(p)‖2

≤ ‖xn − p‖2.

Bằng lập luận tương tự cũng nhận được

‖yn − p‖2 =
∥∥∥∥βn(x0 − p) + (1− βn)

(
1

tn

∫ tn

0

T (s)znds− p
)∥∥∥∥2

≤ βn‖x0 − p‖2 + (1− βn)
∥∥∥∥ 1tn

∫ tn

0

[T (s)zn − T (s)p]ds
∥∥∥∥2

≤ βn‖x0 − p‖2 + (1− βn)‖zn − p‖2

≤ βn‖x0 − p‖2 + (1− βn)‖xn − p‖2

= ‖xn − p‖2 + βn(‖x0 − p‖2 − ‖xn − p‖2)
≤ ‖xn − p‖2 + βn(‖x0‖2 + 2〈xn − x0, p〉).

Suy ra, p ∈ Hn với n ≥ 0. Điều đó có nghĩa là F ⊂ Hn với n ≥ 0. Chứng

minh tương tự như định lý 2.3, ta nhận được những tính chất sau:



57

(i) F ⊂ Hn ∩Wn,

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖u0 − x0‖, u0 = PF(x0), (3.2)

với n ≥ 0. Điều này kéo theo dãy {xn} bị chặn và do đó các dãy{
1

tn

∫ tn

0

T (s)PC(xn)ds

}
, {zn} và

{
1

tn

∫ tn

0

T (s)znds

}
cũng bị chặn.

(ii)

lim
n→∞
‖xn+1 − xn‖ = 0. (3.3)

lim
n→∞
‖zn − PC(xn)‖ = 0. (3.4)

lim
n→∞
‖yn − xk+1‖ = 0. (3.5)

lim
n→∞
‖yn − xn‖ = 0. (3.6)

lim
n→∞

∥∥∥∥xn − 1

tn

∫ tn

0

T (s)znds

∥∥∥∥= lim
n→∞

∥∥∥∥zn − 1

tn

∫ tn

0

T (s)znds

∥∥∥∥= 0.

(3.7)

Vì dãy {xn} bị chặn nên tồn tại một dãy con {xnj} của {xn} hội tụ yếu

đến phần tử p ∈ H khi j →∞. Từ (3.7), dãy con {znj} cũng hội tụ yếu

tới p ∈ C.

Mặt khác đối với mỗi h > 0, ta có:

‖T (h)zn − zn‖ ≤
∥∥∥∥T (h)zn − T (h)( 1

tn

∫ tn

0

T (s)znds

)∥∥∥∥
+

∥∥∥∥T (h)( 1

tn

∫ tn

0

T (s)znds

)
− 1

tn

∫ tn

0

T (s)znds

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥ 1tn
∫ tn

0

T (s)znds− zn
∥∥∥∥

≤ 2

∥∥∥∥ 1tn
∫ tn

0

T (s)znds− zn
∥∥∥∥

+

∥∥∥∥T (h)( 1

tn

∫ tn

0

T (s)znds

)
− 1

tn

∫ tn

0

T (s)znds

∥∥∥∥.
(3.8)
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Đặt C0 = {z ∈ C : ‖z − u0‖ ≤ 2‖x0 − u0‖}. Do u0 = PF(x0) ∈ C, nên
từ (3.1), (3.2) suy ra

‖zn − u0‖ =
∥∥∥∥αn(PC(xn)− u0) + (1− αn)

[
1

tn

∫ tn

0

T (s)PC(xn)ds− u0
]∥∥∥∥

=

∥∥∥∥αn[PC(xn)− PC(u0)]
+ (1− αn)

[
1

tn

∫ tn

0

T (s)PC(xn)ds−
1

tn

∫ tn

0

T (s)PC(u0)ds

]∥∥∥∥
≤ αn‖xn − u0‖

+ (1− αn)
∥∥∥∥ 1tn

∫ tn

0

[T (s)PC(xn)− T (s)PC(u0)]ds
∥∥∥∥

≤ ‖xn − x0‖+ ‖x0 − u0‖
≤ 2‖x0 − u0‖.

Do vậy, C0 là tập con lồi, đóng, khác rỗng và bị chặn. Dễ thấy

{T (t) : t ≥ 0} là nửa nhóm không giãn trên C0. Từ Bổ đề 3.1 suy

ra

lim
n→∞

∥∥∥∥T (h)( 1

tn

∫ tn

0

T (s)znds

)
− 1

tn

∫ tn

0

T (s)znds

∥∥∥∥= 0,

với mọi h > 0 cố định. Do đó từ (3.7), (3.8) ta nhận được

lim
n→∞
‖T (h)zn − zn‖ = 0,

với mỗi h > 0. Từ Bổ đề 1.1 suy ra p ∈ F (T (h)) với mọi h > 0. Điều

này có nghĩa là p ∈ F . Tương tự như chứng minh của định lý 2.3 và sử

dụng (3.2), (3.7), chúng ta nhận được dãy {xn}, {yn} và {zn} xác định

bởi (3.1) hội tụ mạnh tới u0 khi n→∞. Định lý được chứng minh. 2

Ta có các hệ quả sau.

Hệ quả 3.1 Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của không gian

Hilbert thực H và {T (t) : t ≥ 0} là nửa nhóm không giãn trên C với

F = ∩t≥0F (T (t)) 6= ∅. Giả sử {βn} là một dãy số trong [0,1] thỏa mãn
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βn → 0. Khi đó, các dãy {xn} và {yn}, xác định bởi

x0 ∈ H là một phần tử bất kỳ,

yn = βnx0 + (1− βn) 1
tn

∫ tn
0 T (s)PC(xn)ds,

Hn = {z ∈ H : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + βn(‖x0‖2 + 2〈xn − x0, z〉)},

Wn = {z ∈ H : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), n ≥ 0,

cùng hội tụ mạnh tới u0 = PF(x0), khi n→∞.

Chứng minh. Trong định lý 3.1, lấy αn ≡ 1, ta nhận được điều phải

chứng minh. 2

Hệ quả 3.2 Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của không gian

Hilbert thực H và {T (t) : t ≥ 0} là nửa nhóm không giãn trên C với

F = ∩t≥0F (T (t)) 6= ∅. Giả sử {αn} là dãy số trong [0,1] thỏa mãn

αn → 1. Khi đó, các dãy {xn} và {yn} xác định bởi

x0 ∈ H là một phần tử bất kỳ,

yn =
1
tn

∫ tn
0 T (s)

[
αnPC(xn) + (1− αn) 1

tn

∫ tn
0 T (s)PC(xn)ds

]
ds,

Hn = {z ∈ H : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},

Wn = {z ∈ H : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), n ≥ 0,

cùng hội tụ mạnh tới u0 = PF(x0), khi n→∞.

Chứng minh.Trong định lý 3.1, lấy βn ≡ 0, ta nhận được điều phải chứng

minh. 2

Tiếp theo chúng tôi đề cập đến một cải tiến của phương pháp dạng

đường dốc lai ghép cho bài toán tìm một phần tử p ∈ F . Chính xác hơn,

chúng tôi xét phương pháp sau:
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x0 ∈ H = H0,

yn = xn − µn(I − TnPC)(xn),

Hn+1 = {z ∈ Hn : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},

xn+1 = PHn+1
(x0), n ≥ 0

(3.9)

và 

x0 ∈ H = H0,

yn = xn − µn(I − T (tn)PC(xn)),

Hn+1 = {z ∈ Hn : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},

xn+1 = PHn+1
(x0), n ≥ 0.

(3.10)

Sự hội tụ mạnh của phương pháp lặp (3.9) được cho bởi định lý dưới

đây.

Định lý 3.2 Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của không gian

Hilbert thực H và {T (t) : t ≥ 0} là nửa nhóm không giãn trên C thỏa

mãn F = ∩t≥0F (T (t)) 6= ∅. Giả sử {µn} là dãy số trong (a, 1] với

a ∈ (0, 1] và λn → +∞. Khi đó, các dãy {xn} và {yn} xác định bởi

(3.9), cùng hội tụ mạnh tới u0 = PF(x0), khi n→∞.

Chứng minh. Với mỗi p ∈ F ⊆ C, từ (3.9) và p = PC(p) ta có:

‖yn − p‖ =
∥∥∥∥(1− µn)(xn − p) + µn

(
1

λn

∫ λn

0

T (s)PC(xn)ds− p
)∥∥∥∥

≤ (1− µn)‖xn − p‖

+ µn

∥∥∥∥ 1

λn

∫ λn

0

(T (s)PC(xn)− T (s)PC(p))ds
∥∥∥∥

≤ (1− µn)‖xn − p‖+ µn
1

λn

∫ λn

0

∥∥∥∥xn − p∥∥∥∥ds = ‖xn − p‖.
Vì vậy, p ∈ Hn. Do đó F ⊂ Hn với mọi n ≥ 0. Từ chứng minh của định

lý 2.4 ta thấy dãy {xn} hoàn toàn xác định và hội tụ mạnh tới phần tử
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p ∈ H và

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖u0 − x0‖, lim
n→∞

∥∥∥∥xn − 1

λn

∫ λn

0

T (s)PC(xn)ds

∥∥∥∥= 0,

(3.11)

trong đó u0 = PF(x0).

Vì
1

λn

∫ λn

0

T (s)PC(xn)ds ∈ C,

và PC là ánh xạ không giãn, nên∥∥∥∥PC(xn)− 1

λn

∫ λn

0

T (s)PC(xn)ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥PC(xn)− PC 1

λn

∫ λn

0

T (s)PC(xn)ds

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥xn − 1

λn

∫ λn

0

T (s)PC(xn)ds

∥∥∥∥.
Do vậy, từ (3.11) ta nhận được

lim
n→∞

∥∥∥∥PC(xn)− 1

λn

∫ λn

0

T (s)PC(xn)ds

∥∥∥∥= 0. (3.12)

Điều này cùng với (3.11) và xn → p kéo theo dãy {PC(xn)} hội tụ về p.

Do C là tập đóng, nên p ∈ C.
Mặt khác, với mỗi h > 0 ta có:

‖T (h)PC(xn)− PC(xn)‖

≤
∥∥∥∥T (h)PC(xn)− T (h)( 1

λn

∫ λn

0

T (s)PC(xn)ds

)∥∥∥∥
+

∥∥∥∥T (h)( 1

λn

∫ λn

0

T (s)PC(xn)ds

)
− 1

λn

∫ λn

0

T (s)PC(xn)ds

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥ 1

λn

∫ λn

0

T (s)PC(xn)ds− PC(xn)
∥∥∥∥

(3.13)
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≤ 2

∥∥∥∥ 1

λn

∫ λn

0

T (s)PC(xn)ds− PC(xn)
∥∥∥∥

+

∥∥∥∥T (h)( 1

λn

∫ λn

0

T (s)PC(xn)ds

)
− 1

λn

∫ λn

0

T (s)PC(xn)ds

∥∥∥∥.
Đặt C0 = {z ∈ C : ‖z − u0‖ ≤ 2‖x0 − u0‖}.
Từ (3.11) và u0 = PF(x0) ∈ C, suy ra

‖PC(xn)− u0‖ = ‖PC(xn)− PC(u0)‖
≤ ‖xn − u0‖
≤ ‖xn − x0‖+ ‖x0 − u0‖
≤ 2‖x0 − u0‖.

Vậy, C0 là một tập con lồi, đóng, khác rỗng và bị chặn trong H . Dễ thấy

{T (t) : t ≥ 0} là nửa nhóm không giãn trên C0. Từ Bổ đề 3.1, (3.13) và

PC(xn)→ p, ta suy ra p = T (h)p với mỗi h > 0. Vậy, p ∈ F . Từ (3.11)

và p ∈ F , ta suy ra p = u0 và yn → u0 khi n→∞. Định lý được chứng

minh. 2

Tiếp theo, sự hội tụ mạnh của phương pháp lặp (3.10) được cho bởi

định lý dưới đây.

Định lý 3.3 Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của không gian

Hilbert thực H và {T (t) : t ≥ 0} là nửa nhóm không giãn trên C

sao cho F = ∩t≥0F (T (t)) 6= ∅. Giả sử {µn} là dãy trong (a, 1] với

a ∈ (0, 1] và {tn} là dãy số thực dương thỏa mãn các điều kiện

lim inf
n→∞

tn = 0, lim sup
n→∞

tn > 0, và lim
n→∞

(tn+1 − tn) = 0. Khi đó, dãy

{xn} và {yn} xác định bởi (3.10), hội tụ mạnh tới u0 = PF(x0), khi

n→∞.

Chứng minh. Theo chứng minh của định lý 2.4 và định lý 3.2 ta có:

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖u0 − x0‖, lim
n→∞
‖xn − T (tn)PC(xn)‖ = 0, (3.14)

lim
n→∞
‖PC(xn)− T (tn)PC(xn)‖ = 0, (3.15)
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và dãy {xn}, {PC(xn)} hội tụ về p ∈ C.

Không mất tính tổng quát, như trong [29],

lim
j→∞

tnj = lim
j→∞

‖PC(xnj)− T (tnj)PC(xnj)‖
tnj

= 0. (3.16)

Bây giờ ta chỉ ra p = T (t)p với mỗi t ≥ 0 cố định. Dễ thấy

‖PC(xnj)− T (t)p‖ ≤
[t−tnj ]−1∑

l=0

∥∥∥∥T (ltnj)PC(xnj)− T ((l + 1)tnj)PC(xkj)

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥T([ ttnj
])
PC(znj)− T

([
t

tnj

])
p

∥∥∥∥+∥∥∥∥T([ ttkj
])
p− T (t)p

∥∥∥∥
≤ t

tnj

∥∥∥∥PC(xnj)− T (tnj)PC(xnj)∥∥∥∥+‖PC(xnj)− p‖
+

∥∥∥∥T(t− [ ttnj
]
tnj

)
p− p

∥∥∥∥.
Do đó:

‖PC(xnj)− T (t)p‖ ≤
t

tnj

∥∥∥∥PC(xnj)− T (tnj)PC(xnj)∥∥∥∥+‖PC(xnj)− p‖
+ sup{‖T (s)p− p‖ : 0 ≤ s ≤ tnj}.

Từ đó, kết hợp với (3.16) và tính chất của nửa nhóm, ta nhận được

lim
j→∞
‖PC(xnj)− T (t)p‖ = 0.

Vì vậy, p ∈ F . Do đó, từ (3.14), ta có dãy {xn} hội tụ mạnh về u0 khi

n→∞. Sự hội tụ mạnh của dãy {yn} về u0 được suy ra từ (3.10), (3.14),

µn ∈ (a, 1] và xn → u0 khi n→∞. Định lý được chứng minh. 2

3.2. Điểm bất động của hai nửa nhóm không giãn

Giả sử C1, C2 hai tập con lồi, đóng trong H, {T1(t) : t ≥ 0},
{T2(t) : t ≥ 0} là nửa nhóm không giãn từ C1, C2 vào chính nó. Vấn đề

nghiên cứu đặt ra ở đây là: Tìm

q ∈ F1,2 := F1 ∩ F2, (3.17)
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khi Fi = ∩t≥0F (Ti(t)). (F1,F2 không rỗng). Trường hợp đặc biệt khi

C1 = C2 = C, vấn đề (3.17) được giải quyết trong [44].

Chúng tôi đưa vào phương pháp lặp mới trên cơ sở phương pháp lặp

Mann - Halpern để tìm điểm bất động chung của hai nửa nhóm không

giãn trong không gian Hilbert thực H .

Dựa trên (3.17) chúng tôi đưa vào quá trình lặp mới như sau

x0 ∈ H là một phần tử bất kì,

zn = xn − µn
(
xn − 1

tn

∫ tn
0 T1(s)PC1

(xn)ds

)
,

yn = βnx0 + (1− βn) 1
tn

∫ tn
0 T2(s)PC2

(zn)ds,

Hn = {z ∈ H : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2

+βn(‖x0‖2 + 2〈xn − x0, z〉)},

Wn = {z ∈ H : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), n ≥ 0,

(3.18)

và chỉ ra sự hội tụ mạnh của các dãy {xn}, {yn} và {zn} xác định bởi

(3.18) đến điểm q = u0 ∈ F1,2.

Định lý 3.4 Cho C1 và C2 là hai tập con lồi, đóng và khác rỗng của

không gian Hilbert thực H. Cho {T1(t) : t ≥ 0} và {T2(t) : t ≥ 0} là

hai nửa nhóm không giãn trên C1 và C2 sao cho F = F1 ∩ F2 6= ∅,
trong đó Fi = ∩t≥0F (Ti(t)), i = 1, 2. Giả sử {µn} và {βn} là các dãy

trong [0,1] sao cho µn ∈ (a, b) với a, b ∈ (0, 1), βn → 0 và tn → +∞.

Khi đó, các dãy {xn}, {zn} và {yn} xác định bởi (3.18) cùng hội tụ

mạnh tới u0 = PF(x0), khi n→∞.

Chứng minh. Với mỗi p ∈ F và s > 0 ta có

p = PCi
p = T̃i(s)p, i = 1, 2,

trong đó T̃i(s) = Ti(s)PCi
, do đó từ (3.18) và Mệnh đề 1.1 ta nhận được
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‖zn − p‖2 =
∥∥∥∥(1− µn)(xn − p) + µn

(
1

tn

∫ tn

0

T̃1(s)xnds− p
)∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥(1− µn)(xn − p) + µn

(
1

tn

∫ tn

0

[T̃1(s)xn − T̃1(s)p]ds
)∥∥∥∥2

= (1− µn)‖xn − p‖2 + µn

∥∥∥∥ 1tn
∫ tn

0

T̃1(s)xn − T̃1(s)pds
∥∥∥∥2

− (1− µn)µn
∥∥∥∥xn − 1

tn

∫ tn

0

T̃1(s)xnds

∥∥∥∥2
≤ ‖xn − p‖2 − (1− µn)µn

∥∥∥∥xn − 1

tn

∫ tn

0

T̃1(s)xnds

∥∥∥∥2
≤ ‖xn − p‖2.

(3.19)

Lập luận tương tự và từ tính lồi của chuẩn ‖.‖2, ta thấy

‖yn − p‖2 =
∥∥∥∥βn(x0 − p) + (1− βn)

(
1

tn

∫ tn

0

T̃2(s)znds− p
)∥∥∥∥2

≤ βn‖x0 − p‖2 + (1− βn)
∥∥∥∥ 1tn

∫ tn

0

[T̃2(s)zn − T̃2(s)p]ds
∥∥∥∥2

≤ βn‖x0 − p‖2 + (1− βn)‖zn − p‖2

≤ βn‖x0 − p‖2 + (1− βn)‖xn − p‖2

= ‖xn − p‖2 + βn(‖x0 − p‖2 − ‖xn − p‖2)
= ‖xn − p‖2 + βn(‖x0‖2 + 2〈xn − x0, p〉).

Do đó, p ∈ Hn với n ≥ 0. Điều đó có nghĩa là F ⊂ Hn với n ≥ 0. Tương

tự như chứng minh của định lý 2.5 ta nhận được những tính chất sau:

(i) F ⊂ Hn ∩Wn,

‖xn+1 − x0‖ ≤ ‖u0 − x0‖, u0 = PF(x0), (3.20)

với n ≥ 0. Điều này kéo theo dãy {xn} bị chặn.
(ii)

lim
n→∞
‖xn+1 − xn‖ = 0. (3.21)
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lim
n→∞
‖yn − xk+1‖ = 0. (3.22)

lim
n→∞
‖yn − xn‖ = 0. (3.23)

Chú ý

1

tn

∫ tn

0

T̃2(s)znds = yn − βn
(
xn −

1

tn

∫ tn

0

T̃2(s)znds

)
+βn(xn − x0)

ta có∥∥∥∥xn − 1

tn

∫ tn

0

T̃2(s)znds

∥∥∥∥ ≤ ‖xn − yn‖
+ βn

∥∥∥∥xn − 1

tn

∫ tn

0

T̃2(s)znds

∥∥∥∥+βn‖xn − x0‖.
Từ (3.20) và bất đẳng thức trên, suy ra∥∥∥∥xn − 1

tn

∫ tn

0

T̃2(s)znds

∥∥∥∥≤ 1

1− βn

(
‖xn − yn‖+ βn‖u0 − x0‖

)
.

Do βn → 0 (βn ≤ 1− β với β ∈ (0, 1)), (3.23) và bất đẳng thức trên, ta

nhận được

lim
n→∞

∥∥∥∥xn − 1

tn

∫ tn

0

T̃2(s)znds

∥∥∥∥= 0. (3.24)

Như trong chứng minh định lý 2.5 bằng cách sử dụng (3.24) ta có:

lim
n→∞

∥∥∥∥xn − 1

tn

∫ tn

0

T̃i(s)xnds

∥∥∥∥= 0, i = 1, 2, (3.25)

và

lim
n→∞
‖xn − zn‖ = 0. (3.26)

Bởi vì

1

tn

∫ tn

0

T̃i(s)xnds ∈ Ci, i = 1, 2,
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nên∥∥∥∥PCi
(xn)−

1

tn

∫ tn

0

T̃i(s)xnds

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥PCi
(xn)− PCi

1

tn

∫ tn

0

T̃i(s)xnds

∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥xn − 1

tn

∫ tn

0

T̃i(s)xnds

∥∥∥∥,
do đó từ (3.25) kéo theo

lim
n→∞

∥∥∥∥PCi
(xn)−

1

tn

∫ tn

0

T̃i(s)xnds

∥∥∥∥= 0, i = 1, 2. (3.27)

Vì dãy {xn} bị chặn nên tồn tại một dãy con {xnj} của dãy {xn} hội tụ
yếu tới một phần tử q ∈ H khi j →∞. Từ (3.25), (3.27), ta nhận được

uinj := PCi
(xnj) → q khi j → ∞. Có nghĩa là q ∈ C1 ∩ C2. Do vậy, với

mỗi h > 0, ta có:

‖Ti(h)uin − uin‖ ≤
∥∥∥∥Ti(h)uin − Ti(h)( 1

tn

∫ tn

0

Ti(s)u
i
nds

)∥∥∥∥
+

∥∥∥∥Ti(h)( 1

tn

∫ tn

0

Ti(s)u
i
nds

)
− 1

tn

∫ tn

0

Ti(s)u
i
nds

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥ 1tn
∫ tn

0

Ti(s)u
i
nds− uin

∥∥∥∥
≤ 2

∥∥∥∥ 1tn
∫ tn

0

Ti(s)u
i
nds− uin

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥T (h)( 1

tn

∫ tn

0

Ti(s)u
i
nds

)
− 1

tn

∫ tn

0

Ti(s)u
i
nds

∥∥∥∥.
(3.28)

Cho Ci
0 = {z ∈ Ci : ‖z − u0‖ ≤ 2‖x0 − u0‖}. Bởi vì u0 = PF(x0) ∈ Ci

nên

‖uinj − u0‖ = ‖PCi
(xnj)− PCi

(u0)‖ ≤ ‖xnj − u0‖ ≤ 2‖x0 − uo‖.

Do vậy, Ci
0 là một tập con lồi, đóng, khác rỗng, bị chặn. Dễ thấy

{T (t) : t ≥ 0} là nửa nhóm không giãn trên Ci
0. Từ Bổ đề 3.1, suy

ra

lim
n→∞

∥∥∥∥Ti(h)( 1

tn

∫ tn

0

T (s)uinds

)
− 1

tn

∫ tn

0

T (s)uinds

∥∥∥∥= 0,
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với mọi h > 0 cố định, do đó từ (3.27), (3.28) ta nhận được

lim
j→∞
‖Ti(h)uinj − u

i
nj
‖ = 0,

với mỗi h > 0. Từ Bổ đề 1.1 suy ra q ∈ F (Ti(h)) với mọi h > 0. Điều này

có nghĩa là q ∈ F . Theo chứng minh của định lý 2.5 và sử dụng (3.12),

(3.23), (3.26) ta nhận được dãy {xn}, {yn} và {zn} xác định bởi (3.1) hội

tụ mạnh tới u0 khi n→∞. Định lý được chứng minh. 2

Ta có các hệ quả sau.

Hệ quả 3.3 Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của không gian

Hilbert thực H và {T (t) : t ≥ 0} là nửa nhóm không giãn trên C với

F = ∩t≥0F (T (t)) 6= ∅. Giả sử {βn} là dãy số trong [0,1] thỏa mãn

βn → 0. Khi đó, các dãy {xn} và {yn}, xác định bởi

x0 ∈ H là một phần tử bất kì,

yn = βnx0 + (1− βn) 1
tn

∫ tn
0 T (s)PC(xn)ds,

Hn = {z ∈ H : ‖yn − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 + βn(‖x0‖2 + 2〈xn − x0, z〉)},

Wn = {z ∈ H : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), n ≥ 0,

cùng hội tụ mạnh tới u0 = PF(x0), khi n→∞.

Chứng minh. Trong định lý 3.4, lấy T1(s) = I với mọi s ≥ 0,

C1 = H, C2 = C và T2(s) = T (s), ta nhận được điều phải chứng

minh. 2

Hệ quả 3.4 Cho C là tập con lồi, đóng, khác rỗng của không gian

Hilbert thực H và {T (t) : t ≥ 0} là nửa nhóm không giãn trên C với

F = ∩t≥0F (T (t)) 6= ∅. Giả sử {αn} là dãy số trong [0,1] thỏa mãn

αn → 1. Khi đó, các dãy {xn} và {yn} xác định bởi
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

x0 ∈ H là một phần tử bất kì,

yn =
1
tn

∫ tn
0 T (s)

(
PC(xn)− µn

[
xn − 1

tn

∫ tn
0 T (s)PC(xn)ds

])
ds,

Hn = {z ∈ H : ‖yn − z‖ ≤ ‖xn − z‖},

Wn = {z ∈ H : 〈xn − z, x0 − xn〉 ≥ 0},

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), n ≥ 0,

cùng hội tụ mạnh tới u0 = PF(x0), khi n→∞.

Chứng minh. Trong định lý 3.4, lấy βn ≡ 0, C2 = H,C1 = C, T2(s) = I

và T1(s) = T (s) với mọi s ≥ 0, ta nhận được điều phải chứng minh. 2

3.3. Ví dụ tính toán minh họa

Ví dụ 3.1 Trong không gian R2, với mỗi t ≥ 0, xét ánh xạ

T (t) : R2 → R2 được xác định bởi

T (t)x =

(
cos(t) − sin(t)

sin(t) cos(t)

)(
x1

x2

)
,

với mọi x = (x1, x2) ∈ R2.

Ta có ‖T (t)x−T (t)y‖ ≤ ‖x−y‖. Suy ra, T (t) là các ánh xạ không giãn.

Ngoài ra, T (θ) = I và T (t + s) = T (t) ◦ T (s), t, s ≥ 0. Do đó,

{T (t) : t ≥ 0} là một nửa nhóm không giãn trên R2.

Dễ dàng kiểm tra được F = ∩t≥0F (T (t)) = {(0, 0)}.
Xét dãy lặp (3.1) cho nửa nhóm không giãn trên C = R. Trước hết ta

tính tích phân
∫ tn
0 T (t)xdt theo công thức Simpson như sau. Ta có∫ tn

0

T (t)xdt =

(∫ tn
0 C1(t)dt∫ tn
0 C2(t)dt

)
=

(
a

b

)
,

trong đó C1(t) = x1 cos(t)− x2 sin(t) và C2(t) = x1 sin(t) + x2 cos(t).

Chọn x0 = (−1, 1), αn = 1 − 1

n+ 1
, βn =

1

n
, tn = nπ và tính
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xn+1 = PHn∩Wn
(x0), ở đây việc tính các siêu phẳng Hn, Wn và hình

chiếu của x0 trên các siêu phẳng này được làm tương tự như trong ví dụ

2.2.

Kết quả tính toán ở bước lặp thứ 500 được trình bày bảng sau

Bảng 3.1

Nghiệm xn yn zn

x1 x2 x1n x2n y1n y2n z1n z2n

0 0 -0.031259 -0.031259 -0.014563 -0.014563 -0.031230 -0.031230

Ngoài ra, sự hội tụ của các dãy lặp {xn}, {yn} và {zn} về nghiệm (0, 0)

còn được thể hiện rõ nét hơn qua hình sau

Hình 3.1

Tiếp theo, chúng tôi cũng thực hiện thử nghiệm số cho bài toán trên

bởi phương pháp lặp (3.9).

Giá trị TnPC(xn) =
1

tn

∫ tn
0 T (t)xndt được tính bằng công thức Simpson
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giống như trên. Khi đó ta tính được yn = (1 − µn)xn + µnTnPC(xn) và

việc tính Hn+1, Wn và PHn+1
(x0) được tính tương tự như trong ví dụ 2.4.

Chọn x0 = (−1, 1), µn =
1

2
, tn = nπ.

Kết quả tính toán ở bước lặp thứ 50 được trình bày bảng sau

Bảng 3.2

Nghiệm xn yn

x1 x2 x1n x2n y1n y2n

0 0 −0.735× 10−3 0.445× 10−3 0.461× 10−3 −0.239× 10−3

Kết quả tính toán sau 50 bước lặp còn được thể hiện rõ hơn trong hình

dưới đây

Hình 3.2

Ví dụ 3.2 Trong ví dụ này, xét phương pháp lặp (3.18) và giải bài toán

tìm điểm bất động chung của hai nửa nhóm không giãn {Tm(t)} với ma

trận được cho bởi:

(
cos(mt) − sin(mt)

sin(mt) cos(mt)

)
, m = 1, 2.

Chọn x0 = (−1, 1), µn =
1

2
, βn =

1

n
, tn = nπ và tính

xn+1 = PHn∩Wn
(x0), trong đó việc tính các siêu phẳng Hn, Wn và hình

chiếu của x0 trên các siêu phẳng này được làm tương tự như trong ví dụ

2.2.
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Kết quả tính toán ở bước lặp thứ 500 được trình bày bảng sau

Bảng 3.3

Nghiệm xn yn zn

x1 x2 x1n x2n y1n y2n z1n z2n

0 0 -0.036923 -0.037136 -0.008730 -0.008784 -0.027451 -0.027611

Sự hội tụ của phương pháp lặp về điểm bất động chung của hai nửa nhóm

không giãn còn được thể hiện thông qua hình dưới đây

Hình 3.3

Nhận xét 3.1 Qua các bảng kết quả số ở trên ta có thể thấy rằng nếu

số bước lặp càng lớn thì nghiệm xấp xỉ càng gần nghiệm chính xác.

Kết luận

Trong chương này, chúng tôi nghiên cứu kết hợp phương pháp lặp

Mann - Halpern và phương pháp lai ghép trong qui hoạch toán học, đã
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cải biên các phương pháp lặp của Nakajo K. và Takahashi W., chúng tôi

cũng đề xuất một phương pháp lặp mới (3.1) "Định lý 3.1" và dựa trên

các kết quả của Seajung S., chúng tôi cũng đề xuất một phương pháp lặp

mới (3.9), (3.10) "Định lý 3.2, Định lý 3.3", bằng cách thay các tập lồi,

đóng Cn và Qn bằng các nửa không gian, điều này giúp chúng ta có thể

xác định xn+1 dễ dàng hơn. Ngoài ra, chúng tôi cũng đề xuất một phương

pháp lặp mới (3.18), cho bài toán tìm điểm bất động chung của hai nửa

nhóm không giãn "Định lý 3.4". Cũng giống như Chương 2 của luận án,

mục cuối cùng của chương này chúng tôi cũng trình bày một ví dụ đơn

giản nhằm minh họa thêm cho các kết quả đạt được.
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KẾT LUẬN CHUNG VÀ ĐỀ XUẤT

Luận án đã đề cập đến các vấn đề sau

1. Trong luận án chúng tôi cải tiến phương pháp của Moudafi, nhằm

thu được sự hội tụ mạnh của các phương pháp lặp ẩn và lặp hiện với các

điều kiện "nhẹ hơn" đặt lên các tham số. Nghiên cứu sự kết hợp giữa

phương pháp lặp của Mann - Halpern và phương pháp lai ghép trong qui

hoạch toán học để tìm điểm bất động của ánh xạ không giãn trên tập

lồi, đóng C hay điểm bất động chung của hai ánh xạ không giãn trên hai

tập lồi, đóng, có giao khác rỗng trong không gian Hilbert thực H . Chứng

minh sự hội tụ mạnh của phương pháp dạng đường dốc lai ghép thu hẹp

về điểm bất động của ánh xạ không giãn.

2. Nghiên cứu sự kết hợp giữa phương pháp lặp của Mann - Halpern

và phương pháp lai ghép trong qui hoạch toán học để tìm điểm bất động

của nửa nhóm không giãn trên tập lồi, đóng C hay điểm bất động chung

của hai nửa nhóm không giãn trên hai tập lồi, đóng, có giao khác rỗng

trong không gian Hilbert thực H . Nghiên cứu sự hội tụ mạnh của phương

pháp dạng đường dốc lai ghép cho bài toán tìm điểm bất động của nửa

nhóm không giãn.

Những vấn đề tiếp tục nghiên cứu

1. Sử dụng các kết quả nhận được trong luận án để các bài toán phức

tạp hơn;

2. Mở rộng các kết quả trên lên không gian Banach.
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