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i

LỜI CAM ĐOAN

Tôi xin cam đoan đây là công trình nghiên cứu của tôi, được hoàn thành

dưới sự hướng dẫn của GS. TSKH. Đinh Nho Hào. Các kết quả viết chung với

tác giả khác đã được sự nhất trí của đồng tác giả khi đưa vào luận án. Các

kết quả nêu trong luận án là những kết quả mới và chưa từng được ai công bố

trong các công trình nào khác.

Tác giả

Bùi Việt Hương



ii

LỜI CẢM ƠN

Luận án được hoàn thành dưới sự hướng dẫn khoa học tận tình, quý báu

và nghiêm khắc của GS.TSKH. Đinh Nho Hào. Thầy đã đặt bài toán và dành

nhiều công sức, từng bước dẫn dắt tôi dần làm quen với công việc nghiên cứu

khoa học, động viên khích lệ tôi vượt lên những khó khăn trong học tập và cuộc

sống. Từ tận đáy lòng, em xin bày tỏ lòng biết ơn chân thành và sâu sắc nhất

tới Thầy và sẽ cố gắng phấn đấu hơn nữa để xứng đáng với công lao của Thầy.

Trong quá trình học tập, nghiên cứu và hoàn thành luận án, tác giả luôn

nhận được sự quan tâm, giúp đỡ của GS. TSKH. Hà Huy Bảng, PGS. TS. Hà

Tiến Ngoạn, GS. TSKH Nguyễn Minh Trí, TS. Nguyễn Văn Ngọc, TS. Nguyễn

Thị Thu Thủy. Tác giả xin bày tỏ sự kính trọng và biết ơn sâu sắc đến Thầy

Cô.

Tác giả xin chân thành cảm ơn anh chị em trong nhóm nghiên cứu của Thầy

– GS. TSKH. Đinh Nho Hào đã có những trao đổi và ý kiến đóng góp hữu ích

thông qua các xê mi na nhóm; Chân thành cảm ơn TS. Nguyễn Trung Thành,

TS. Phan Xuân Thành, NCS. Nguyễn Thị Ngọc Oanh đã hướng dẫn tác giả về

kỹ thuật lập trình khi thử nghiệm việc giải số.

Tác giả xin chân thành cảm ơn Ban chủ nhiệm Khoa Toán, Khoa sau đại

học trường Đại học Sư phạm; Ban chủ nhiệm khoa Toán – Tin, Ban giám hiệu

trường Đại học Khoa học – Đại học Thái Nguyên đã tạo điều kiện thuận lợi

cho tác giả trong quá trình học tập, nghiên cứu và hoàn thành luận án.

Xin chân thành cảm ơn các anh chị em NCS chuyên ngành Toán Giải tích,

bạn bè đồng nghiệp đã luôn quan tâm, động viên, trao đổi và đóng góp những

ý kiến quý báu cho tác giả.

Luận án sẽ không thể hoàn thành nếu thiếu sự cảm thông, giúp đỡ của

những người thân trong gia đình. Tác giả xin kính tặng Gia đình thân yêu niềm

vinh hạnh to lớn này.

Tác giả

Bùi Việt Hương
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R tập các số thực
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C1(Q̄) không gian các hàm khả vi liên tục trong Q̄

Cγ,γ/2 không gian Hölder với số mũ γ/2, γ ∈ (0, 1)

Lp(Ω) không gian các hàm khả tích bậc p trong Ω, 1 ≤ p <∞
L2
I(Ω) không gian các hàm thuộc L2(Ω) có tập xác định là I

H1(Ω) không gian các hàm thuộc L2(Ω) có đạo hàm riêng yếu thuộc

L2(Ω)

H1
0 (Ω) bao đóng của không gian C∞

0 (Ω) trong không gian H1(Ω)

H1,0(Q) không gian các hàm y ∈ L2(Q) có đạo hàm riêng yếu cấp một

theo biến xi thuộc L2(Q)

H1,1(Q) không gian các hàm y ∈ L2(Q) có đạo hàm riêng yếu cấp một

theo biến xi và đạo hàm suy rộng theo biến t thuộc L2(Q)

H1,0
I (Q) không gian các hàm thuộc H1,0(Q) có tập xác định là I

ess sup x∈E |y(x)| := inf
|F |=0

( sup
x∈E\F

|y(x)|)

L∞(Ω) không gian các hàm bị chặn và đo được theo nghĩa Lebesgue

với chuẩn được xác định bởi ‖y(x)‖L∞(Ω) = ess sup x∈E |y(x)|

v



Mở đầu

Các quá trình truyền nhiệt hay khuếch tán thường được mô hình hóa bằng

bài toán biên cho phương trình parabolic: khi miền vật lý, hệ số của phương

trình, điều kiện ban đầu và điều kiện biên được biết, người ta nghiên cứu bài

toán biên này và dựa vào nghiệm của bài toán đưa ra một dự đoán về hiện

tượng đang nghiên cứu. Đây là bài toán thuận cho quá trình mà ta đang xét.

Tuy nhiên, trong thực tế, nhiều khi miền vật lý, hoặc hệ số của phương trình,

hoặc điều kiện biên, điều kiện ban đầu không được biết cụ thể mà ta phải xác

định chúng qua các đo đạc gián tiếp, để qua đó nghiên cứu lại quá trình. Đây

chính là những bài toán ngược với bài toán thuận được nói ở trên và là chủ đề

sôi động trong mô hình hóa toán học và lý thuyết phương trình vi phân hơn

100 năm qua [1], [5], [9], [33], [46], [46], [47], [70]. Hai điều kiện quan trọng để

mô hình hóa một quá trình truyền nhiệt đó là quy luật trao đổi nhiệt trên biên

và nguồn. Cả hai điều kiện này đều do tác động ở bên ngoài và không phải lúc

nào cũng được biết trước, do đó trong những trường hợp này, ta phải xác định

chúng qua các đo đạc gián tiếp và đó là nội dung của luận án này. Luận án gồm

hai phần, phần đầu nghiên cứu bài toán xác định quy luật trao đổi nhiệt (nói

chung là phi tuyến) trên biên qua đo đạc trên biên và phần thứ hai nghiên cứu

bài toán xác định nguồn (tạo ra quá trình truyền nhiệt hay khuếch tán) qua

các quan sát khác nhau.

Có rất nhiều các hiện tượng vật lý xảy ra trong điều kiện nhiệt độ, áp suất

cao hoặc trong các môi trường khắc nghiệt như: các buồng đốt, các tua bin

khí, các quá trình làm nóng, làm nguội thép và trong quá trình dập tắt khí

trong lò,... mà ở đó cả nguồn nhiệt và khối lượng nhiệt trao đổi đều chưa biết,

hoặc quá trình trao đổi nhiệt trên biên chưa biết tuân theo quy luật nào (quy

1



2

luật truyền nhiệt tuyến tính của Newton hay quy luật bức xạ nhiệt bậc bốn

của Stefan-Boltzmann chẳng hạn). Khi đó, chúng ta mô hình hóa các quá trình

truyền nhiệt này như các bài toán ngược xác định quy luật truyền nhiệt không

tuyến tính ở trên biên hoặc xác định nhiệt độ phụ thuộc vào hệ số truyền nhiệt.

Trong một số lĩnh vực ứng dụng khác, các bài toán này có thể xem như các

dạng mô hình về sự khuếch tán khí trong các phản ứng hóa học chưa biết trên

bề mặt vật chất hay mật độ dân số tại vùng giáp ranh với quy luật di trú chưa

biết [88].

Năm 1989, Pilant và Rundell [69] xét bài toán xác định quy luật truyền

nhiệt g(·) và nhiệt độ u(x, t) trong bài toán giá trị biên ban đầu một chiều




ut − uxx = γ(x, t), 0 < x < 1, 0 < t < T,

u(x, 0) = u0(x), 0 < x < 1,

ux(0, t) = g(u(0, t)), 0 ≤ t ≤ T,

−ux(1, t) = g(u(1, t)), 0 ≤ t ≤ T,

(0.1)

từ điều kiện quan sát bổ sung

u(0, t) = h(t), (0.2)

trong đó γ, u0 và h là các hàm cho trước, tương ứng với nguồn nhiệt, nhiệt độ

tại thời điểm ban đầu và nhiệt độ trên biên. Từ phương trình (0.1) ta thu được

ux(0, t) = g(h(t)) với t ∈ [0, T ]. Với một số điều kiện nhất định, các tác giả đã

chứng minh tồn tại duy nhất cặp (u, g) của phương trình (0.1) trong khoảng

0 ≤ t ≤ t∗, với t∗ ∈ (0, T ] nào đó. Các tác giả cũng đã đề xuất phương pháp

lặp để giải bài toán ngược này và thử nghiệm thuật toán trên máy tính. Sau

đó, vào năm 1990, Rundell và Yin [79] đã nghiên cứu bài toán tương tự nhưng

trong trường hợp nhiều chiều. Cụ thể, cho T > 0 và Q = Ω × (0, T ] với Ω là

miền giới nội trong R
n, các tác giả xét bài toán tìm cặp hàm u(x, t) và g(s) xác

định tương ứng trên Q và [A,B], thỏa mãn hệ phương trình




ut −∆u = γ(x, t) trong Q,

u(x, 0) = u0(x) trong Ω,

∂u

∂ν
= g(u) + ϕ trên S := ∂Ω× [0, T ],

(0.3)
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với quan sát bổ sung tại một điểm trên biên

u(ξ0, t) = h(t), t ∈ [0, T ], (0.4)

trong đó các hàm γ, u0, ϕ và h cho trước, ξ0 là một điểm cố định trên biên ∂Ω

của Ω, ν là véc tơ pháp tuyến đơn vị ngoài trên biên S, A = minQ u(x, t) và

B = maxQ u(x, t). Với một số giả thiết nhất định, các tác giả đã đưa ra đánh

giá ổn định cho hàm g và từ đó họ thu được tính duy nhất nghiệm của bài toán

(0.3). Ta thấy, hàm g chỉ có thể xác định trong khoảng [A,B] chứ không xác

định trên toàn trục thực R. Vì thế vào năm 1999, Choulli [14] đã đặt ra một

câu hỏi rất tự nhiên: chúng ta phải cần đến bao nhiêu đo đạc để tìm lại hàm

g(s) với s ∈ R? Choulli đã chứng minh rằng: (i) nếu tất cả các đo đạc trên biên

đều thực hiện được và hàm g′ bị chặn thì bài toán có nghiệm duy nhất; (ii) nếu

các đo đạc trên biên được thực hiện trong các không gian vectơ một chiều thì

ta cũng có nghiệm duy nhất, và ông đã chứng minh hàm g biểu diễn được dưới

dạng g = g0 + g1, trong đó g0 là hàm đã biết còn g1 là hàm chưa biết và không

có điểm tụ 0. Theo hướng nghiên cứu này, các tác giả của [18] đã ra phương

pháp tuyến tính hóa tự nhiên (natural linearization) để xác định lại quy luật

truyền nhiệt không tuyến tính g(u) trong (0.3) với giả thiết là nhiệt độ trên

toàn bộ biên S đo được, thay vì các đo đạc tại từng điểm như trong (0.4).

Trong một chuỗi các bài báo ([51], [80] – [86]), Tröltzsch và Rösch cũng đã

nghiên cứu bài toán tương tự. Cụ thể, các tác giả xét bài toán xác định hệ số

truyền nhiệt σ(u) trong bài toán giá trị biên ban đầu




ut −∆u = 0 trong Q,

u(x, 0) = u0(x) trên Ω,

∂u

∂ν
= σ(u(ξ, t))(u∞ − u(ξ, t)) trên S = ∂Ω× [0, T ],

(0.5)

trong đó u∞ là nhiệt độ môi trường xung quanh, được biết là một hằng số cho

trước, từ các điều kiện quan sát bổ sung khác nhau như: u(x, t) được cho trên

cả miền Q, hoặc u(x, ti) được cho tại một thời điểm cố định ti, i = 1, . . . , L,

[80], [86], hoặc u cho trên toàn bộ biên S [83]. Các tác giả đã chuyển bài toán

ngược về bài toán điều khiển tối ưu, rồi chứng minh tính khả vi Fréchet của

phiếm hàm cần cực tiểu hóa, sau đó đã sử dụng phương pháp lặp để giải số
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bài toán. Chúng ta cũng lưu ý rằng, trong quá trình truyền nhiệt, hệ số truyền

nhiệt σ trong bài toán (0.5) có thể phụ thuộc cả vào nhiệt độ u và thời gian t

[28], nhưng việc nghiên cứu bài toán ngược khi đó rất phức tạp và không nằm

trong khuôn khổ của luận án này. Ngoài ta, chúng tôi cũng muốn bổ sung thêm

rằng, vào năm 2009, Lesnic và các đồng tác giả [58], [67], Janicki và Kindermann

[50] cũng nghiên cứu các phương pháp số để giải bài toán (0.1) và bài toán (0.5).

Trong phần đầu của luận án này, cụ thể trong Chương 1, chúng tôi nghiên

cứu bài toán ngược xác định hàm g(·, ·) trong bài toán giá trị biên ban đầu [87]




ut −∆u = 0 trong Q,

u(x, 0) = u0(x) trong Ω,

∂u

∂ν
= g(u, f) trên S,

(0.6)

từ điều kiện quan sát bổ sung (0.4). Ở đây,

g : I × I → R (với I là khoảng con của R) được giả sử là hàm

liên tục Lipschitz địa phương, đơn điệu giảm theo biến u, đơn điệu

tăng theo biến f và thỏa mãn g(u, u) = 0, u0 và f là các hàm cho

trước có miền giá trị thuộc I , tương ứng thuộc L2(Ω) và L2(S).

Chúng tôi cũng lưu ý rằng, để chứng minh bài toán thuận có nghiệm ta cần

đến giả thiết hàm g đơn điệu giảm theo biến u, đơn điệu tăng theo biến f . Hơn

nữa, với giả thiết này ta có nguyên lý maximum, điều này là cần thiết cho việc

giải bài toán ngược, cũng như điều kiện quy luật biên đơn điệu là cần thiết để

giải bài toán ngược.

Thông thường, hệ số truyền nhiệt được xem như hàm của biến thời gian và

không gian [36], tuy nhiên trong luận án chúng tôi chỉ đề cập đến những ứng

dụng mà hệ số truyền nhiệt chỉ phụ thuộc vào nhiệt độ trên biên.

Ta biết rằng, bài toán (0.6) mô tả nhiều tình huống thực tế [4], [87]. Nó bao

gồm điều kiện biên tuyến tính dạng g(u, f) = c(f−u) với c là một hằng số dương.

Nó cũng bao gồm điều kiện biên phi tuyến dạng g(u, f) = φ(f)−φ(u), với φ là

hàm Lipschitz, đơn điệu tăng trên I ; gồm cả điều kiện bức xạ Stefan-Boltzmann

như φ(w) = w4 với I = [0,∞), quy luật trao đổi enzim của Michaelis-Menten
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với φ(u) = cu/(u+k), trong đó c và k là các hằng số dương. Điều kiện biên dạng

này cũng bao gồm cả trường hợp g(u, f) = ψ(f − u), với ψ là hàm Lipschitz,

đơn điệu tăng trong khoảng I − I ; và đặc biệt là ψ(w) = w5/4 với w > 0, và

ψ(w) = 0 với w < 0, mô tả hiện tượng đối lưu tự nhiên ở trên biên.

Quan sát theo từng điểm (0.4) thường không có ý nghĩa khi nghiệm của

(0.6) được hiểu theo nghĩa nghiệm yếu. Do đó, trong luận án chúng tôi sẽ thay

thế quan sát này bởi các quan sát sau

1) Quan sát trên một phần của biên

u|Σ = h(x, t), (x, t) ∈ Σ, (0.7)

với Σ = Γ× (0, T ], Γ là một phần của ∂Ω có độ đo khác 0;

2) Quan sát tích phân biên

lu :=

∫

∂Ω

ω(x)u(x, t)dS = h(t), t ∈ (0, T ], (0.8)

trong đó ω là hàm không âm, xác định trên ∂Ω, ω ∈ L1(∂Ω) và
∫
∂Ω ω(x)dS > 0.

Chúng tôi lưu ý rằng, nếu ta chọn hàm ω như là xấp xỉ của hàm Dirac δ thì các

quan sát (0.8) có thể coi là trung bình của quan sát (0.4). Quan sát tích phân

là lựa chọn thay thế cho quan sát đo đạc theo từng điểm (khi thiết bị đo đạc

có độ dày khác 0) và bài toán ngược sẽ được giải một cách dễ dàng hơn nhờ

phương pháp biến phân. Ngoài ra với cách đặt bài toán như ở trên, ta chỉ cần

đo đạc ở một phần của biên là có thể xác định được quy luật truyền nhiệt trên

biên, đây là một điều quan trọng trong thực tế.

Chúng tôi tiến hành nghiên cứu bài toán (0.6) với quan sát (0.8) và quan sát

(0.7), nghiên cứu bài toán (0.5) với quan sát (0.8). Trong mỗi bài toán, chúng

tôi trình bày một vài kết quả đã biết về bài toán thuận (0.6), sử dụng phương

pháp biến phân để giải bài toán ngược và chứng minh sự tồn tại nghiệm của

bài toán tối ưu hóa, cũng như đưa ra công thức tính gradient của phiếm hàm

cần cực tiểu hóa; phần cuối cùng trong mỗi mục, chúng tôi dành để trình bày

và thảo luận về phương pháp số để giải các bài toán trên.

Phần thứ hai của luận án dành cho bài toán xác định nguồn trong quá trình

truyền nhiệt. Bài toán này được nhiều nhà khoa học nghiên cứu trong vòng hơn
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50 năm qua. Mặc dù có khá nhiều kết quả về tính tồn tại, duy nhất và đánh giá

ổn định cho bài toán, nhưng do tính đặt không chỉnh và có thể phi tuyến của

bài toán, nên trong thời gian gần đây đã có rất nhiều nhà toán học và kỹ sư

đã đặt lại vấn đề nghiên cứu chúng. Để minh họa cho nhận định này, chúng tôi

xin trích dẫn các sách chuyên khảo [9], [33], [46], [47], [70] và bài báo mới đây

[75] về tổng quan của bài toán. Để cho cụ thể, giả sử Ω ⊂ R
n là miền Lipschitz,

giới nội với biên Γ. Ký hiệu Q := Ω× (0, T ], với T > 0 và biên S = Γ× (0, T ].

Giả sử

aij, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, b ∈ L∞(Q),

aij = aji, i, j ∈ {1, 2, . . . , n},

λ‖ξ‖2
Rn ≤

n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≤ Λ‖ξ‖2
Rn, ∀ξ ∈ R

n,

0 ≤ b(x, t) ≤ µ1, hầu khắp trong Q,

u0 ∈ L2(Ω), ϕ, ψ ∈ L2(S),

λ và Λ là các hằng số dương và µ1 ≥ 0.

Xét bài toán giá trị ban đầu

∂u

∂t
−

n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x, t)

∂u

∂xj

)
+ b(x, t)u = F, (x, t) ∈ Q,

u|t=0 = u0(x), x ∈ Ω,

với điều kiện biên Robin

∂u

∂N + σu|S = ϕ trên S,

hoặc điều kiện biên Dirichlet

u|S = ψ trên S.

Ở đây,
∂u

∂N |S :=
n∑

i,j=1

(aij(x, t)uxj
) cos(ν, xi)|S ,

ν là vectơ pháp tuyến ngoài đối với S và σ ∈ L∞(S), được giả thiết là không

âm hầu khắp nơi trên S.
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Bài toán thuận là bài toán xác định u khi các hệ số của phương trình (2.7)

và các dữ kiện u0, ϕ (hoặc ψ) cũng như F đã cho [33], [94], [97]. Bài toán ngược

là bài toán xác định vế phải F khi một số điều kiện bổ sung lên lời giải u được

cho thêm vào. Phụ thuộc vào cấu trúc của F và các quan sát bổ sung của u, ta

có các bài toán ngược khác nhau như sau:

• Bài toán ngược IP1: F (x, t) = f(x, t)h(x, t) + g(x, t), tìm f(x, t), khi u

được cho trên Q [57], [96].

• IP2: F (x, t) = f(x)h(x, t) + g(x, t), h và g đã biết. Tìm f(x), khi u(x, T )

được cho, [41], [43], [48], [49], [52], [78]. Các bài toán ngược tương tự cho

phương trình phi tuyến được Gol’dman nghiên cứu [25], [26], [27].

• IP2a: F (x, t) = f(x)h(x, t) + g(x, t), h và g đã biết. Tìm f(x), nếu
∫
Ω ω1(t)u(x, t)dx được biết. Ở đây, ω1 thuộc L∞(0, T ) và không âm. Ngoài

ra,
∫ T

0 ω1(t)dt > 0. Các quan sát dạng này được gọi là quan sát tích phân

và chúng là mở rộng của quan sát tại thời điểm cuối T trong IP2, khi ω1

là xấp xỉ hàm δ tại t = T . Bài toán này được nghiên cứu trong [23], [53],

[65], [66], [73], [74], [75], [92].

• IP3: F (x, t) = f(t)h(x, t) + g(x, t), h và g đã cho. Tìm f(t), nếu u(x0, t)

được biết. Ở đây, x0 là một điểm thuộc Ω [6], [7], [24], [71], [72].

• IP3a: F (x, t) = f(t)h(x, t) + g(x, t), h và g đã cho. Tìm f(t), nếu
∫
Ω ω2(x)u(x, t)dx được biết. Ở đây, ω2 ∈ L∞(Ω) với

∫
Ω ω2(x)dx > 0, [54],

[64], [66].

• IP4: F (x, t) = f(x)h(x, t) + g(x, t), h và g đã cho. Tìm f(x) nếu một

điều kiện bổ sung ở trên biên của u được biết. Ví dụ, như khi điều kiện

Dirichlet đã cho, ta có thể lấy dữ kiện bổ sung là điều kiện Neumann

được cho trên một phần của S [8], [10], [11], [12], [15], [16], [22], [95], [98],

[99]. Bài toán tương tự khi xác định f(t) với F (x, t) = f(t)h(x, t)+g(x, t)

được đề cập trong [42].

• IP5: Tìm nguồn điểm với quan sát trên biên [2], [3], [19], [20], [21], [31],

[32], [33], [39], [40], [59, 60]. Một bài toán liên quan được xét trong [44].



8

Ta để ý rằng, trong các bài toán ngược IP1, IP2, IP2a để xác định f(x, t) và

f(x) ta phải đòi hỏi lời giải u được biết trên toàn miền vật lý Ω - điều này khó

có thể thực hiện được trong thực tế. Để khắc phục khiếm khuyết này, chúng

tôi tiếp cận đến bài toán ngược này từ một quan điểm khác: đo đạc u tại một

số điểm trong (hoặc điểm biên) x1, x2, . . . , xN ∈ Ω (hoặc trên ∂Ω) và từ các dữ

kiện này xác định vế phải F . Vì các đo đạc bao giờ cũng phải lấy trung bình,

nên với cách tiếp cận này ta có các dữ kiện sau:

liu =

∫

Ω

ωi(x)u(x, t)dx = hi(t), hi ∈ L2(0, T ), i = 1, 2, . . . , N,

với ωi ∈ L∞(Ω) và
∫
Ω ωi(x)dx > 0, i = 1, 2, . . . , N , là các hàm trọng, còn N là

số các đo đạc. Để ý rằng, nếu ta đặt

ωi(x) =





1

|Ωi|
, nếu x ∈ Ωi,

0, nếu x 6∈ Ωi

với |Ωi| là thể tích của Ωi - một lân cận của xi. Khi đó liu cho ta kết quả đo

đạc tại xi và có thể hiểu là giá trị trung bình của u(xi, t) nếu như nó tồn tại.

Nếu ta cho |Ωi| tiến tới không, thì liu sẽ hội tụ đến u(xi, t) nếu giá trị này tồn

tại. Tuy nhiên, do lời giải được hiểu theo nghĩa yếu, nên không phải lúc nào

u(xi, t) cũng có nghĩa. Do vậy, giả thiết liu có thể đo được là có ý nghĩa thực

tiễn. Ngoài ra, rõ ràng rằng, nếu ta chỉ có các dữ kiện liu, thì ta sẽ không có

tính duy nhất nghiệm của bài toán, trừ trường hợp khi ta xác định f(t) trong

IP3, IP3a [6], [7], [71]. Bởi vậy, để có tính duy nhất, ta giả thiết rằng, ta có một

dự đoán f∗ của f - giả thiết thường đặt ra khi giải các bài toán thực tế. Tóm

lại bài toán ngược trong các tiếp cận mới của chúng tôi như sau:

Giả sử ta đo được các dữ kiện liu = hi(t), i = 1, 2, . . . , N, với một

sai số nào đó và một ước lượng f∗ của f đã được biết. Xác định f .

Ta sẽ giải bài toán ngược này bằng phương pháp bình phương tối thiểu: cực

tiểu hóa phiếm hàm

Jγ(f) =
1

2

N∑

i=1

‖liu− hi‖2L2(0,T ) +
γ

2
‖f − f∗‖2∗,
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với γ là tham số hiệu chỉnh, ‖ · ‖∗ là chuẩn thích hợp. Chúng tôi muốn nhấn

mạnh rằng, phương pháp biến phân dạng này đã được sử dụng để giải các bài

toán truyền nhiệt ngược [29], [30], [33] và chứng tỏ nó rất hữu hiệu.

Chúng tôi chứng minh rằng, phiếm hàm này khả vi Fréchet và đưa ra công

thức cho gradient của phiếm hàm thông qua một bài toán liên hợp. Sau đó chúng

tôi sẽ rời rạc hóa bài toán bằng phương pháp phần tử hữu hạn và phương pháp

sai phân rồi giải bài toán tối ưu rời rạc bằng phương pháp gradient liên hợp.

Trường hợp xác định f(t) sẽ được giải bằng phương pháp sai phân phân rã

(finite difference splitting method). Các kết quả số cho thấy cách tiếp cận của

chúng tôi là đúng đắn và phương pháp giải số là hữu hiệu.

Các kết quả chính của luận án đã được báo cáo và thảo luận tại các hội

nghị, hội thảo khoa học, xê mi na sau:

- Đại hội Toán học toàn quốc lần thứ tám, Nha Trang, tháng 8, 2013.

- Hội thảo Quốc gia lần thứ mười hai về Tối ưu và Tính toán khoa học, Ba Vì,

Hà Nội, tháng 4, 2014.

- Xê mi na tại Phòng Phương trình vi phân, Viện Toán học, Viện Hàn lâm

Khoa học và Công nghệ Việt Nam.

- Xê mi na tại khoa Toán, trường Đại học Sư phạm, Đại học Thái Nguyên.

- Xê mi na tại khoa Toán – Tin, trường Đại học Khoa học, Đại học Thái Nguyên.



Chương 1

Xác định quy luật trao

đổi nhiệt phi tuyến từ

quan sát trên biên

Trong chương này, chúng tôi sẽ nghiên cứu bài toán xác định hàm u(x, t)

và g(u, f) trong bài toán giá trị biên ban đầu




ut −∆u = 0 trong Q,

u(x, 0) = u0(x) trong Ω,

∂u

∂ν
= g(u, f) trên S = ∂Ω× [0, T ] ,

từ điều kiện quan sát bổ sung trên biên. Trong đó, Ω là miền giới nội trong

không gian R
n với biên ∂Ω trơn, Q = Ω × (0, T ), với T > 0 bất kì, ν là vectơ

pháp tuyến đơn vị ngoài. Hàm g : I× I → R (với I ⊂ R) được giả sử là liên tục

Lipschitz, đơn điệu giảm theo biến u, đơn điệu tăng theo biến f và thỏa mãn

điều kiện g(u, u) = 0 còn u0 và f là các hàm số cho trước có miền giá trị là I ,

thuộc vào không gian L2(Ω) và L2(S). Nếu hàm g thỏa mãn điều kiện trên thì

ta kí hiệu g ∈ A. Thông thường thì hệ số truyền nhiệt được xem như một hàm

của biến thời gian hoặc không gian, tuy nhiên trong chương này, chúng tôi chỉ

10
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xét hệ số truyền nhiệt phụ thuộc vào nhiệt độ trên biên.

Ở đây, chúng tôi sử dụng quan sát trên biên là một trong hai dạng sau

1) Quan sát trên một phần của biên

u|Σ = h(x, t), (x, t) ∈ Σ,

với Σ = Γ× (0, T ], Γ là một phần biên của ∂Ω;

2) Quan sát tích phân trên biên

lu :=

∫

∂Ω

ω(x)u(x, t)dS = h(t), t ∈ (0, T ],

với ω là một hàm không âm xác định trên ∂Ω thỏa mãn ω ∈ L1(∂Ω) và
∫
∂Ω ω(x)dS > 0. Trong Mục 1.2 và 1.3 chúng tôi nghiên cứu bài toán ngược

từ quan sát tích phân và quan sát trên một phần của biên và đưa ra kết quả

số minh họa; Mục 1.4, chúng tôi xét bài toán xác định hệ số truyền nhiệt σ(u)

trong bài toán giá trị biên ban đầu




ut −∆u = 0 trong Q,

u(x, 0) = u0(x) trong Ω,

∂u

∂ν
= σ(u(x, t))(u∞ − u(x, t)) trên S = ∂Ω× [0, T ] ,

từ quan sát tích phân, trong đó u∞ là nhiệt độ môi trường xung quanh và được

giả sử là hằng số cho trước. Kết quả của chương này được tóm tắt trong bài

báo [34].

Trước tiên, chúng tôi trình bày lại một số không gian hàm sẽ được sử dụng

trong chương này.

1.1. Một số kiến thức bổ trợ

1.1.1. Nghiệm yếu trong không gian H1,0(Q)

Cho Ω ⊂ R
n, n ≥ 2 là miền Lipschitz bị chặn có biên là ∂Ω := Γ, T > 0 là

một số thực, Q = Ω × (0, T ). Xét bài toán giá trị biên ban đầu trong phương

trình parabolic tuyến tính
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yt −∆y + c0y = f trong Q,

∂νy + αy = g trên Σ = Γ× (0, T ),

y(·, 0) = y0(·) trong Ω.

(1.1)

Trong đó, ta giả thiết rằng c0, α, f và g là các hàm phụ thuộc (x, t) thỏa mãn

c0 ∈ L∞(Q), α ∈ L∞(Σ) sao cho α(x, t) ≥ 0 với hầu hết (x, t) ∈ Σ và các hàm

f ∈ L2(Q), g ∈ L2(Σ), y0 ∈ L2(Ω).

Trước khi đưa ra công thức nghiệm yếu của bài toán (1.1), chúng tôi bắt

đầu bằng việc nhắc lại hai không gian hàm thường xuyên được sử dụng trong

bài toán giá trị biên ban đầu trong phương trình parabolic.

Định nghĩa 1.1 Kí hiệu H1,0(Q) là không gian định chuẩn gồm tất cả các hàm

y ∈ L2(Q) có đạo hàm riêng yếu cấp một theo biến x1, · · · , xn thuộc L2(Q) với

chuẩn được xác định như sau

‖y‖H1,0(Q) =
(∫ T

0

∫

Ω

(
|y(x, t)|2 + |∇y(x, t)|2

)
dxdt

)1/2
.

Ở đây, ∇ là gradient theo biến x. Khi đó, ta có

H1,0(Q) =
{
y ∈ L2(Q) : Diy ∈ L2(Q), ∀i = 1, · · · , n

}
.

Không gian H1,0(Q) còn được biết đến như là không gian W 1,0
2 (Q) và trùng

với không gian L2(0, T ;H1(Ω)) (sẽ được nhắc tới ở phần sau). Các phần tử của

không gian H1,0(Q) có đạo hàm riêng bậc nhất dạng yếu theo biến x, có nghĩa

là, tồn tại hàm wi ∈ L2(Q) thỏa mãn
∫∫

Q

y(x, t)Div(x, t)dxdt = −
∫∫

Q

wi(x, t)v(x, t)dxdt, ∀v ∈ C∞
0 (Q), i = 1, · · · , n.

Khi đó, ta đặt Diy(x, t) := wi(x, t), i = 1, · · · , n. Ta để ý rằng W 1,0
2 (Q) là không

gian Hilbert [56].

Định nghĩa 1.2 Không gian H1,1(Q) được định nghĩa

H1,1(Q) =
{
y ∈ L2(Q) : yt ∈ L2(Q) và Diy ∈ L2(Q), ∀i = 1, · · · , n

}
,
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là không gian định chuẩn với chuẩn xác định như sau

‖y‖H1,1(Q) =
( ∫ T

0

∫

Ω

(
|y(x, t)|2 + |∇y(x, t)|2 + |yt(x, t)|2

)
dxdt

)1/2
,

ở đây, ∇ là gradient theo biến x.

Khi đó H1,1(Q) là không gian Hilbert với tích vô hướng được xác định tương

ứng. Ta cũng chú ý rằng, không gian này trùng với không gian H1(Q) và các

phần tử của không gian H1,1(Q) có đạo hàm riêng yếu theo các biến xi và cũng

có đạo hàm riêng theo biến t, tức là, tồn tại hàm w ∈ L2(Q), kí hiệu w = yt

thỏa mãn
∫∫

Q

y(x, t)vt(x, t)dxdt = −
∫∫

Q

w(x, t)v(x, t)dxdt, ∀v ∈ C∞
0 (Q).

Bây giờ ta sẽ biến đổi bài toán (1.1) thành biểu thức biến phân bằng cách

nhân phương trình đầu với hàm thử v ∈ C1(Q) rồi lấy tích phân trên Q. Ở đây

ta có thể giả sử rằng y là nghiệm cổ điển và các tích phân bên dưới là tồn tại.

Trong trường hợp đặc biệt, y được giả thiết là hàm liên tục trong Q. Tuy nhiên,

biểu thức biến phân sau cùng chỉ có nghĩa nếu ta có y ∈ H1,0(Q) và khi đó y

được hiểu như nghiệm yếu của bài toán. Sau khi lấy tích phân trên Q và lấy

tích phân từng phần, với mọi v ∈ C1(Q) ta nhận được

∫ T

0

∫

Ω

ytvdxdt −
∫ T

0

∫

Ω

v∆ydxdt+

∫ T

0

∫

Ω

c0yvdxdt

=

∫

Ω

y(x, t)v(x, t)dx|T0 −
∫∫

Q

(yvt −∇y∇v − c0yv) dxdt−
∫∫

Σ

v∂νy dsdt

=

∫∫

Q

fvdxdt. (1.2)

Nếu v(x, T ) = 0 và sử dụng điều kiện biên ∂νy = g − αy, ta thu được

Với mọi v ∈ H1,1(Q) thỏa mãn v(x, T ) = 0, ta có
∫∫

Q

(−yvt +∇y∇v + c0yv) dxdt+

∫∫

Σ

αyvdsdt

=

∫∫

Q

fvdxdt+

∫∫

Σ

gvdsdt+

∫

Ω

y0v(·, 0)dx. (1.3)

Khi đó ta có định nghĩa sau
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Định nghĩa 1.3 Hàm y ∈ H1,0(Q) được gọi là nghiệm yếu của bài toán (1.1)

nếu đẳng thức biến phân (1.3) được thỏa mãn với mọi hàm thử v ∈ H1,1(Q)

sao cho v(x, T ) = 0.

Định lý 1.1 ([94]) Bài toán (1.1) có duy nhất nghiệm yếu trong không gian

H1,0(Q). Hơn nữa, tồn tại một hằng số cp > 0, phụ thuộc vào các hàm f, g và

y0 thỏa mãn

max
t∈[0,T ]

‖y(·, t)‖L2(Ω) + ‖y‖W 1,0
2 (Q) ≤ cp

(
‖f‖L2(Q) + ‖g‖L2(Σ) + ‖y0|L2(Ω)

)
, (1.4)

với mọi hàm f ∈ L2(Q), g ∈ L2(Σ) và y0 ∈ L2(Ω).

Kết quả trên là trường hợp đặc biệt của [94, Định lý 7.9]. Điều này đảm

bảo rằng nghiệm yếu y của bài toán (1.1) là ánh xạ liên tục từ [0, T ] vào không

gian L2(Ω), tức là, y ∈ C([0, T ] ;L2(Ω)). Do đó, chuẩn max
t∈[0,T ]

‖y(·, t)‖L2(Ω), giá

trị ban đầu và giá trị cuối y(·, 0), y(·, T ) được xác định và điều kiện ban đầu

y(·, 0) = y0 được thỏa mãn.

Như vậy, ánh xạ tuyến tính (f, g, y0) 7→ y là toán tử liên tục từ không gian

L2(Q)×L2(Σ)×L2(Ω) vào H1,0(Q) và vào L2
(
0, T ;H1(Ω)

)
∩C

(
[0, T ];L2(Ω)

)
.

Cho a, b ∈ R. Tiếp theo, chúng tôi giới thiệu không gian Lp các hàm vectơ.

Định nghĩa 1.4 Cho V là một không gian Banach.

i) Kí hiệu Lp(a, b;V ), 1 ≤ p < ∞ là không gian tuyến tính gồm tất cả các hàm

vectơ đo được y : [a, b] → V có tính chất
∫ b

a

‖y(t)‖pV dt <∞.

Không gian Lp(a, b;V ) là không gian Banach với chuẩn

‖y‖Lp(a,b;V ) :=
(∫ b

a

‖y(t)‖pV dt
)1/p

.

ii) Ta kí hiệu L∞(a, b;V ) là không gian Banach gồm tất cả các hàm vectơ đo

được y : [a, b] → V có tính chất

‖y‖L∞(a,b;V ) := ess sup
[a,b]

‖y(t)‖V <∞.
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Hiển nhiên ta có C([a, b];V ) ⊂ Lp(a, b;V ) ⊂ Lq(a, b;V ) với 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞
(xem [94]).

Các phần tử của không gian L2(0, T ;H1(Ω)) có thể được xem như các hàm

nhận giá trị thực theo biến x và t, tức là y = y(x, t) với x ∈ Ω, t ∈ [0, T ]. Với

mỗi t, hàm y(·, t) thuộc không gian H1(Ω) theo biến x và chuẩn được xác định

bởi công thức

‖y‖L2(0,T ;H1(Ω)) =
(∫ T

0

‖y(t)‖2H1(Ω)dt
)1/2

=
(∫ T

0

∫

Ω

(
|y(x, t)|2 + |∇xy(x, t)|2

)
dxdt

)1/2
.

Khi đó, ta có [94]

H1,0(Q) ∼= L2(0, T ;H1(Ω)).

1.1.2. Nghiệm yếu trong không gian W (0, T )

Trong mục này, chúng tôi sẽ trình bày một số kết quả về nghiệm yếu của

bài toán parabolic giá trị biên ban đầu trong không gian W (0, T ). Ta viết lại

bài toán (1.1) 



yt −∆y + c0y = f, trong Q,

∂νy + αy = g, trên Σ,

y(·, 0) = y0(·), trong Ω,

(1.5)

với giả thiết về các hệ số và vế phải như đã nêu ở Mục 1.1.1. Xét không gian

hàm sau

Định nghĩa 1.5 Cho V là một không gian Hilbert. Kí hiệu W (0, T ) là không

gian tuyến tính gồm tất cả các hàm y ∈ L2(0, T ;V ), có đạo hàm (theo nghĩa

phân bố) y′ ∈ L2(0, T ;V ∗) với chuẩn xác định bởi

‖y‖W (0,T ) =
(∫ T

0

(
‖y(t)‖2V + ‖y′(t)‖2V ∗

)
dt
)1/2

.

Không gian W (0, T ) =
{
y : y ∈ L2(0, T ;V ), y′ ∈ L2(0, T ;V ∗)

}
là không gian

Hilbert với tích vô hướng

〈u, v〉W (0,T ) =

∫ T

0

〈u(t), v(t)〉V +

∫ T

0

〈u′(t), v′(t)〉V ∗ dt.
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Khi đó ta có kết quả sau

Định lý 1.2 ([94]) Cho y ∈ W 1,0
2 (Q) là nghiệm yếu của bài toán (1.1). Khi đó

nghiệm y thuộc không gian W (0, T ).

Định lý 1.3 ([94]) Nghiệm yếu y của bài toán (1.1) thỏa mãn đánh giá dạng

‖y‖W (0,T ) ≤ cw
(
‖f‖L2(Q) + ‖g‖L2(Σ) + ‖y0‖L2(Ω)

)
,

với hằng số cw > 0 không phụ thuộc vào (f, g, y0). Hay nói cách khác, ánh xạ

(f, g, y0) 7→ y xác định toán tử tuyến tính liên tục từ không gian L2(Q)×L2(Σ)×
L2(Ω) vào không gian W (0, T ) và trong trường hợp riêng ánh xạ đó vào không

gian C([0, T ];L2(Ω)).

Xét bài toán liên hợp với bài toán (1.5)




−pt −∆p+ c0p = aQ trong Q,

∂νp+ αp = aΣ trên Σ,

p(·, T ) = aΩ trong Ω,

(1.6)

với các hệ số c0, α bị chặn và đo được, các vế phải thỏa mãn aQ ∈ L2(Q),

aΣ ∈ L2(Σ) và aΩ ∈ L2(Ω). Ta xác định một dạng song tuyến tính như sau

a [t; y, v] :=

∫

Ω

(∇y ∇v + c0(·, t)yv) dx+
∫

Γ

α(·, t)yv dS.

Khi đó, ta có kết quả quan trọng sau đây:

Định lý 1.4 ([94]) Bài toán parabolic (1.6) có duy nhất nghiệm yếu p ∈ W 1,0
2 (Q),

nghiệm này là nghiệm của bài toán biến phân
∫∫

Q

pvt dxdt+

∫ T

0

a[t; y, v]dt =

∫

Ω

aΩv(T )dx +

∫∫

Q

aQv dxdt+

∫∫

Σ

aΣv dSdt,

∀v ∈ W 1,1
2 (Q) sao cho v(·, 0) = 0.

Ta có p ∈ W (0, T ) và tồn tại hằng số ca > 0 không phụ thuộc vào các hàm cho

trước, thỏa mãn

‖p‖W (0,T ) ≤ ca
(
‖aQ‖L2(Q) + ‖aΣ‖L2(Σ) + ‖aΩ‖L2(Ω)

)
.
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Từ p ∈ W (0, T ), ta có công thức tích phân từng phần cho bài toán liên hợp ở

dạng rút gọn

∫ T

0

{
−〈pt, v〉V ∗,V + a[t; p, v]

}
dt =

∫∫

Q

aQv dxdt+

∫∫

Σ

aΣv dSdt,

∀v ∈ L2(0, T ;V ), (1.7)

p(T ) = aΩ.

Để tính đạo hàm của bài toán biến phân ta cần đến kết quả sau:

Định lý 1.5 ([94]) Cho y ∈ W (0, T ) là nghiệm của bài toán parabolic





yt −∆y + c0y = bQv trong Q,

∂νy + αy = bΣu trên Σ,

y(0) = bΩw trong Ω,

với các hàm hệ số c0, bQ ∈ L∞(Q), α, bΣ ∈ L∞(Σ), bΩ ∈ L∞(Ω) và các biến

điều khiển v ∈ L2(Q), u ∈ L2(Σ), w ∈ L2(Ω). Hơn nữa, các hàm cho trước

aΩ, aQ, aΣ là các hàm bình phương khả tích và cho p ∈ W (0, T ) là nghiệm yếu

của bài toán (1.6). Khi đó, ta có
∫

Ω

aΩy(·, T )dx +

∫∫

Σ

aΣy dSdt +

∫∫

Q

aQy dxdt

=

∫

Ω

bΩp(·, 0)wdx +

∫∫

Σ

bΣpu dSdt +

∫∫

Q

bQpv dxdt.

1.2. Bài toán xác định quy luật trao đổi nhiệt phi tuyến
từ quan sát tích phân trên biên

1.2.1. Bài toán thuận

Xét bài toán giá trị biên ban đầu




ut −∆u = 0 trong Q,

u(x, 0) = u0(x) trong Ω,

∂u

∂ν
= g(u, f) trên S.

(1.8)
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Bằng cách sử dụng nghiệm yếu trong không gian W (0, T ), nghiệm của bài toán

(1.8) trong không gian W (0, T ) tồn tại và duy nhất.

Định nghĩa 1.6 Cho u0 ∈ L2
I(Ω) và hàm f ∈ L2

I(S). Hàm u ∈ H1,0
I (Q) được

gọi là nghiệm yếu của bài toán (1.8) nếu hàm g(u, f) ∈ L2(S) và với mọi hàm

thử η ∈ H1,1(Q) thỏa mãn η(., T ) = 0,
∫

Q

(
− u(x, t)ηt(x, t) +∇u(x, t) · ∇η(x, t)

)
dxdt

=

∫

Ω

u0(x)η(x, 0)dx+

∫

S

g(u(x, t), f(x, t)) η(x, t)dSdt.

(1.9)

Trong định nghĩa trên, nếu điều kiện biên phi tuyến
∂u

∂ν
= g(u, f) được thay

bởi điều kiện biên tuyến tính
∂u

∂ν
= h với h ∈ L2(0, T ; ∂Ω) thì trong (1.9) ta có

thể thay hàm g(u(x, t), f(x, t)) bởi hàm h(x, t) ([56]). Nghiệm yếu của bài toán

phi tuyến cũng có thể coi như nghiệm yếu của bài toán tuyến tính với điều kiện

biên h(x, t) = g (u(x, t), f(x, t)).

Ta có kết quả quan trọng sau

Định lý 1.6 ([87]) Cho J là khoảng con của tập I thỏa mãn hàm g(u, f) liên

tục Lipschitz đều trên J×J . Khi đó với mỗi hàm u0 ∈ L2
J(Ω) và hàm f ∈ L2

J(S),

bài toán (1.8) có duy nhất nghiệm yếu.

Phép chứng minh cần đến Định lý Leray-Schauder về điểm bất động và nguyên

lý maximum cho nghiệm yếu. Bây giờ, chúng tôi sẽ chỉ ra nguyên lý maximum

cho nghiệm yếu.

Định lý 1.7 ([87]) Cho u và u là nghiệm yếu của bài toán (1.8) tương ứng với

các điều kiện u0, f và u0, f0 có miền xác định là I và thỏa mãn u0 ≤ u0, f ≤ f .

Khi đó, u ≤ u.

Áp dụng Định lý 1.7, hoàn toàn tương tự ta cũng có u ≤ u. Khi đó, ta có

hệ quả sau

Hệ quả 1.7.1 ([87]) Cho trước các điều kiện u0 và f , bài toán (1.8) có nhiều

nhất 1 nghiệm.
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Ta thấy, hàm u ≡ c là nghiệm của bài toán (1.8) ứng với điều kiện ban đầu

u0 ≡ c và hàm f ≡ c, với c là một hằng số bất kì. Nếu ta áp dụng Định lý 1.7

với c = m và c =M thì ta có kết quả sau

Hệ quả 1.7.2 ([87]) Cho u là nghiệm yếu của bài toán (1.8). Nếu u0 và f bị

chặn dưới bởi m (hoặc bị chặn trên bởi M) h.k.n thì u cũng bị chặn dưới bởi m

(hoặc bị chặn trên bởi M).

Trong [87], để đưa ra đánh giá tiên nghiệm cho nghiệm yếu của bài toán

(1.8), tác giả cần điều kiện đơn điệu chặt của hàm g(u, f). Tuy nhiên, điều đó

là không cần thiết. Ngoài ra, nếu điều kiện ban đầu liên tục đến tận biên thì ta

có kết quả sau

Định lý 1.8 ([13], [76], [77]) Nếu u0 ∈ C(Ω) và f ∈ L∞(S) thì tồn tại duy

nhất nghiệm yếu của bài toán (1.8) trong không gian W (0, T )∩L∞(S). Nghiệm

yếu này liên tục trong Q và tồn tại một hằng số dương c độc lập với u0 và f

thỏa mãn

‖u‖W (0,T ) + ‖u‖C(Q) ≤ c(‖u0‖C(Ω) + ‖g‖L∞(I×I)). (1.10)

Chứng minh. Xem [76]. �

Để nhấn mạnh sự phụ thuộc của nghiệm u(x, t) vào hàm g, ta kí hiệu nó là

u(x, t; g) hoặc u(g) thay vì u. Hơn nữa, vì f cố định nên ta kí hiệu g(u) thay

cho g(u, f). Tuy nhiên ta vẫn nhớ rằng hàm g phụ thuộc cả vào hai biến u và f

có miền giá trị trong I như hàm u0. Vì ta coi hàm g như là hàm một biến đối

với u nên kí hiệu đạo hàm của g theo u là ġu(u) thay vì
dg

du
. Trong phần tiếp

theo, chúng tôi chứng minh ánh xạ u biến g thành u(g) khả vi Fréchet. Để làm

được điều đó, trước tiên ta chứng minh u(g) liên tục Lipschitz.

Gọi A1 là tập tất cả các hàm g(u, f) khả vi liên tục theo biến u trong miền

I . Ta có đánh giá sau

Bổ đề 1.1 Cho hàm g1, g2 ∈ A1 thỏa mãn g1 − g2 ∈ A còn u1, u2 là nghiệm

của bài toán (1.8) tương ứng với điều kiện biên g1, g2. Giả sử u0 ∈ L2
I(Ω) và

f ∈ L∞
I (S). Khi đó, tồn tại một hằng số c sao cho

‖u1 − u2‖W (0,T ) + ‖u1 − u2‖C(Q) ≤ c‖g1 − g2‖L∞
I (I×I).
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Chứng minh. Đặt v = u1 − u2, khi đó v là nghiệm của bài toán




vt −∆v = 0 trong Q,

v(x, 0) = 0 trong Ω,

∂v

∂ν
= g1(u1)− g2(u2) trên S.

(1.11)

Vì v(x, 0) = 0 và

g1(u1)− g2(u2) = (g1(u1)− g1(u2)) + (g1(u2)− g2(u2))

=

∫ u1

u2

ġ1u(θ)dθ + g1(u2)− g2(u2),

mà g1(u2) − g2(u2) ∈ L∞(S) và ġ1u < 0 nên tồn tại nghiệm yếu v của bài toán

(1.11). Do đó, theo Định lý 1.8, v ∈W (0, T ) ∩ L∞(Q) và thỏa mãn đánh giá

‖v‖W (0,T ) + ‖v‖C(Q) ≤ c
(
(‖u0‖CΩ) + ‖g‖L∞(I×I)

)
,

hay

‖u1 − u2‖W (0,T ) + ‖u1 − u2‖C(Q) ≤ c‖g1 − g2‖L∞
I (I×I).

Bổ đề được chứng minh. �

Trong (1.8) thay g bởi g + z ta được




ut(g + z)−∆u(g + z) = 0 trong Q,

u(g + z)|t=0 = u0 trong Ω,

∂u(g + z)

∂ν
= g(u(g + z)) + z(u(g + z)) trên S.

(1.12)

Đặt w = u(g + z)− u(g). Ta có w là nghiệm của hệ




wt −∆w = 0 trong Q,

w(x, 0) = 0 trong Ω,

∂w

∂ν
= g(u(g + z))− g(u(g)) + z(u(g + z)) trên S.

(1.13)

Để chứng minh u(g) khả vi Fréchet, ta chứng minh u(g) khả vi Gâteaux bằng

cách trong (1.8) thay g bởi g + ǫz ta có
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uǫt(g + ǫz)−∆uǫ(g + ǫz) = 0 trong Q,

uǫ(g + ǫz)|t=0 = u0 trong Ω,

∂uǫ(g + ǫz)

∂ν
= g(u(g + ǫz)) + ǫz(u(g + ǫz)) trên S.

(1.14)

Đặt η = limǫ→0
u(g + ǫz)− u(g)

ǫ
là đạo hàm theo hướng z của hàm u, ta được





∂(uǫ − u)/ǫ

∂t
−∆(uǫ − u)/ǫ = 0 trong Q,

(uǫ − u)/ǫ|t=0 = 0 trong Ω,

∂(uǫ − u)/ǫ

∂ν
=
g(uǫ, f)− g(u, f)

ǫ
+ z(uǫ, f) trên S.

Cho ǫ→ 0 suy ra

lim
ǫ→0

∂(uǫ − u)/ǫ

∂ν
= lim

ǫ→0

(g(uǫ, f)− g(u, f)

ǫ
+ z.(uǫ, f)

)

= lim
ǫ→0

(
ġu(u, f)

uǫ − u

ǫ
+ z(uǫ, f)

)

= ġu(u, f)η + z(u, g).

Do đó, η là nghiệm của bài toán "sensitivity"




ηt −∆η = 0 trong Q,

η(x, 0) = 0 trong Ω,

∂η

∂ν
= ġu(u(g))η + z(u, g) trên S.

(1.15)

Vì ġu(u(g)) < 0 nên bài toán (1.15) có nghiệm. Hơn nữa, do η(x, 0) = 0 và

z, g ∈ A1 nên theo Định lý 1.8 tồn tại và duy nhất nghiệm của bài toán (1.15)

trong không gian W (0, T ) ∩ L∞(Q).

Định lý 1.9 Cho u0 ∈ L2
I(Ω), f ∈ L∞

I (S) và g ∈ A1. Khi đó, ánh xạ biến g

thành u(g) khả vi Fréchet và với bất kì g, g + z ∈ A1 ta có

lim
‖z‖L∞(I×I)→0

‖u(g + z)− u(g)− η‖W (0,T )

‖z‖C1(I)
= 0. (1.16)

Chứng minh. Đặt w = u(g+z)−u(g)−η với η là nghiệm của bài toán (1.15),

khi đó w là nghiệm của hệ
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wt −∆w = 0 trong Q,

w(x, 0) = 0 trong Ω,

∂w

∂ν
= g(u(g + z)) + z(u(g + z))− g(u(g))− ġu(u(g))η − z(u, g) trên S.

Ta thấy

g(u(g + z)) + z(u(g + z))− g(u(g))− ġu(u(g))η − z(u, g)

= ġu(u(g))(u(g + z)− u(g)) + g(u(g + z))− g(u(g))− ġu(u(g))η

− ġu(u(g))(u(g + z)− u(g)) + z(u(g + z))− z(u(g))

= ġu(u(g))(u(g + x)− u(g)− η) + g(u(g + z)) − g(u(g))

− ġu(u(g))(u(g + z)− u(g)) + z(u(g + z))− z(u(g)).

Do đó, w là nghiệm bài toán




wt −∆w = 0 trong Q,

w(x, 0) = 0 trong Ω,

∂w

∂ν
− ġu(u(g))w = g(u(g + z)) − g(u(g)) − ġu(u(g))(u(g + z)

−u(g)) + z(u(g + z))− z(u(g)) trên S.

(1.17)

Vì g khả vi liên tục nên theo Định lý 1.8 ta có

‖g(u(g + z)) − g(u(g)) − ġu(u(g))(u(g + z)− u(g))‖L∞(S)

= o
(
‖u(g + z)|S − u(g)|S‖L∞(s)

)

= o
(
‖z‖L∞(S)

)
.

Mặt khác

‖z(u(g + z)) − z(u(g))‖L∞(S) =
∥∥∥
∫ u(g+z)

u(g)

żu(θ)dθ
∥∥∥
L∞(S)

≤ c‖żu‖L∞(I)‖z‖L∞(I)

= o(‖z‖C1(I)). (1.18)

Từ (1.10) và (1.18) ta có (1.16). Hơn nữa, η là toán tử tuyến tính bị chặn biến

z ∈ A1 vào không gian W (0, T ) nên u khả vi Fréchet theo biến g hay η là đạo

hàm Fréchet của u. Định lý được chứng minh. �
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1.2.2. Bài toán biến phân

Trong mục này, chúng tôi sẽ nghiên cứu bài toán xác định g trong hệ (1.8)




ut −∆u = 0 trong Q,

u(x, 0) = u0(x) trong Ω,

∂u

∂ν
= g(u, f) trên S,

từ quan sát tích phân

lu(f) :=

∫

∂Ω

ω(x)u(x, t; g)dS = h(t), t ∈ [0, T ], (1.19)

trên tập chấp nhận được A1 bằng phương pháp biến phân. Trong đó, ω(x) là

hàm không âm trên ∂Ω, ω(x) ∈ L1(∂Ω) và
∫
∂Ω ω(x)dS > 0.

Nội dung của phương pháp biến phân là tìm cực tiểu của phiếm hàm

J(g) =
1

2
‖lu(g)− h‖2L2(0,T ) trên tập A1. (1.20)

Trước tiên, chúng tôi chứng minh phiếm hàm J(g) khả vi Fréchet và đưa ra

biểu thức gradient. Sau đó, với điều kiện mạnh hơn đối với hàm g, chúng tôi

chứng minh sự tồn tại nghiệm của bài toán biến phân.

Định lý 1.10 Phiếm hàm J(g) khả vi Fréchet trên tập A1 và gradient được

tính theo công thức

∇J(g)z =
∫

S

z(u(g))ϕ(x, t)dSdt, (1.21)

trong đó, ϕ(x, t) là nghiệm của bài toán liên hợp




−ϕt −∆ϕ = 0 trong Q,

ϕ(x, T ) = 0 trong Ω,

∂ϕ

∂ν
= ġu(u(g))ϕ + ω(x)

( ∫
∂Ω ω(x)u(g)|SdS − h(t)

)
trên S.

Chứng minh. Với ǫ0 cho trước đủ nhỏ, chọn ǫ > 0, z ∈ A1 sao cho g+ ǫz ∈ A1

với 0 ≤ ǫ ≤ ǫ0. Kí hiệu uǫ là nghiệm của bài toán (1.8) với điều kiện biên g

được thay bởi g + ǫz. Ta có
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J(g + ǫz)− J(g) =
1

2
‖lu(g + ǫz)− h‖2L2(0,T ) −

1

2
‖lu(g)− h‖2L2(0,T )

=
1

2
‖(lu(g + ǫz)− lu(g)) + (lu(g)− h)‖2L2(0,T ) −

1

2
‖lu(g)− h‖2L2(0,T )

=
1

2
‖lu(g + ǫz)− lu(g)‖2L2(0,T ) + 〈lu(g + ǫz)− lu(g), lu(g)− h〉L2(0,T )

=
1

2
‖l(uǫ − u(g))‖2L2(0,T ) + 〈l(uǫ − u(g)), lu(g)− h〉L2(0,T ) .

Khi ǫ→ 0, theo Bổ để 1.1, ta có

‖l(uǫ − u(g))‖2L2(0,T ) = o(‖z‖L∞(I)).

Mặt khác, vì u(g) khả vi Fréchet nên phiếm hàm J(g) cũng khả vi Fréchet và

ta có

∇J(g)z = 〈l(uǫ − u(g)), lu(g)− h〉L2(0,T )

= 〈l(u̇g(g)z), lu(g) − h〉L2(0,T )

= 〈l(η), lu(g)− h〉L2(0,T )

=

∫ T

0

(∫

∂Ω

ω(x)η(x, t)dS
)(∫

∂Ω

ω(x)u(g)|SdS − h(t)
)
dt,

trong đó η là nghiệm của bài toán "sensitivity".

Xét bài toán liên hợp




−ϕt −∆ϕ = 0 trong Q,

ϕ(x, T ) = 0 trong Ω,

∂ϕ

∂ν
= ġu(u(g))ϕ + ω(x)

( ∫
∂Ω ω(x)u(g)|SdS − h(t)

)
trên S.

(1.22)

Vì ġu(u(g)) < 0 và ω(x)
( ∫

∂Ω ω(x)u(g)|SdS−h(t)
)
∈ L2(S) nên bài toán (1.22)

có duy nhất nghiệm trong không gian W (0, T ) và theo Định lý 1.5 ta có
∫ T

0

( ∫

∂Ω

ω(x)η(x, t)dS
)(∫

∂Ω

ω(x)u(g)|SdS − h(t)
)
dt =

∫

S

z(u, g)ϕ(x, t)dSdt.

Do đó

∇J(g)z =
∫

S

z(u, g)ϕ(x, t)dSdt.

Định lý được chứng minh. �
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Trong phát biểu dưới đây, chúng tôi chỉ ra điều kiện cần của cực trị cho

phiếm hàm J(g).

Định lý 1.11 Giả sử g∗ ∈ A1 là cực tiểu của phiếm hàm (1.20) trên tập A1.

Khi đó, bất kì z = g − g∗ ∈ A1,

∇J(g∗)z =
∫

S

z(u∗(g∗))ϕ(x, t; g∗)dSdt ≥ 0, (1.23)

với u∗ là nghiệm của bài toán (1.8), ϕ(x, t; g∗) là nghiệm của bài toán liên hợp

(1.22) ứng với điều kiện biên g = g∗.

Chứng minh. Gọi u∗ và u∗,ǫ là nghiệm của bài toán (1.8) tương ứng với điều

kiện biên g∗ và g∗ + ǫz. Đặt v = u∗,ǫ − u∗, khi đó v là nghiệm của bài toán




vt −∆v = 0 trong Q,

v(x, 0) = 0 trong Ω,

∂v

∂ν
= (g∗ + ǫz)(u∗,ǫ)− g∗(u∗) trên S.

Đặt η = limǫ→0
u∗,ǫ − u∗

ǫ
thì ta cũng có η là nghiệm của bài toán





ηt −∆η = 0 trong Q,

η(x, 0) = 0 trong Ω,

∂η

∂ν
= ġ∗u(u

∗)η + z(u∗) trên S.

Xét bài toán liên hợp




−ϕt −∆ϕ = 0 trong Q,

ϕ(x, T ) = 0 trong Ω,

∂ϕ

∂ν
= ġ∗u(u

∗(g))ϕ + ω(x)
( ∫

∂Ω ω(x)u
∗(g)|SdS − h(t)

)
trên S.

Áp dụng Định lý 1.5 ta có

∇J(g∗)z =
∫ T

0

( ∫

∂Ω

ω(x)η(x, t)dS
)(∫

∂Ω

ω(x)u∗(x, t; g∗)dS − h(t)
)
dt

=

∫

S

z(u∗(g))ϕ(x, t; g∗)dSdt.
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Định lý được chứng minh. �

Bây giờ, chúng tôi chứng minh sự tồn tại cực tiểu của bài toán biến phân

(1.20) trên tập chấp nhận được. Xét tập (xem [86])

A2 :=
{
g ∈ C1,α[I ], m1 ≤ g(u) ≤M1,M2 ≤ ġ(u) ≤ 0, ∀u ∈ I,

sup
u1,u2∈I

|ġu(u1)− ġu(u2)|
|u1 − u2|ν

≤ C
}
.

Ở đây, ν,m1,M1,M2 và C là các hằng số cho trước.

Giả sử u0 ∈ Cβ(Ω) với hằng số β nào đó thuộc (0, 1]. Thế thì, theo [76, Hệ

quả 3.2], u ∈ Cγ,γ/2(Q) với γ ∈ (0, 1). Đặt

Tad :=
{
(g, u(g)) : g ∈ A2; u ∈ Cγ,γ/2(Q)

}
.

Ta có kết quả sau

Bổ đề 1.2 Tập Tad là tiền compact trong không gian C1[I ]× C(Q).

Chứng minh. Ta có A2 là tập compact trong không gian C1[I ] (xem [86]).

Hơn nữa, theo [76, Hệ quả 3.2], khi g ∈ A2 thì nghiệm u(g) bị chặn trong không

gian Cγ,γ/2(Q). Sử dụng phép nhúng compact Cγ,γ/2(Q) vào không gian C(Q).

Do đó, Tad là tiền compact. Bổ đề được chứng minh. �

Định lý 1.12 Tập Tad đóng trong không gian C1[I ]× C(Q).

Chứng minh. Giả sử dãy (gn, un) hội tụ trong không gian Tad tới giới hạn

(g, u). Ta sẽ chứng minh u = u(g).

Thật vậy, vì gn ∈ A2, (xem [86]), g thuộc A2. Hơn nữa, vì u0 và f đều có

miền giá trị là I , nên các hàm un và u cũng có miền giá trị là I . Suy ra

|g(u)− gn(un)| ≤ |g(u)− g(un)| + |g(un)− gn(un)|
≤M1‖u − un‖C(Q) + ‖g − gn‖L∞(I)

→ 0 khi n→ ∞.

Do đó, dãy gn(x, t) = gn(un) hội tụ đều đến hàm g(x, t) = g(u). Từ Định nghĩa

nghiệm yếu 1.6 ta có u = u(g). Vậy, định lý được chứng minh. �
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Định lý 1.13 Bài toán tìm cực tiểu của phiếm hàm J(g) trên tập A2 có ít

nhất một nghiệm.

Chứng minh. Định lý trên được suy ra trực tiếp từ tính liên tục của phiếm

hàm J , Định lý 1.12 và Định lý Weierstrass. �

1.2.3. Ví dụ số

Để giải số bài toán (1.8) với quan sát tích phân (1.19) chúng tôi sử dụng

phương pháp phần tử biên để giải bài toán thuận và bài toán liên hợp, sử dụng

phương pháp lặp Gauss–Newton để tìm cực tiểu của phiếm hàm (1.20).

1.2.3.1. Phương pháp phần tử biên cho phương trình parabolic
Xét bài toán biên loại 3 đối với phương trình truyền nhiệt





ut −∆u = f(x, t) với (x, t) ∈ Q,

u(x, 0) = a(x), x ∈ Ω,

∂u

∂ν
+ σ(ξ, t)u = b(ξ, t), (ξ, t) ∈ S,

(1.24)

trong đó

f ∈ L2(Q), a ∈ L2(Ω), σ ∈ L∞(S), σ ≥ 0, b ∈ L2(S), (1.25)

là các hàm số cho trước.

Dữ kiện Cauchy [w :=
∂u

∂ν
, u] trên biên S của bài toán (1.24) có thể được

tìm bằng phương pháp phương trình tích phân biên, (xem [17]). Thật vậy, ta có

công thức biểu diễn nghiệm của phương trình truyền nhiệt (1.24) với (x̃, t) ∈ Q,

u(x̃, t) =

∫ t

0

∫

Γ

E(x̃−y, t−τ)w(y, τ) dsy dτ−
∫ t

0

∫

Γ

∂E
∂νy

(x̃−y, t−τ)u(y, τ) dsy dτ

+

∫

Ω

E(x̃− y, t)a(y) dy +

∫ t

0

∫

Ω

E(x̃− y, t− τ)g(y, τ) dy dτ, (1.26)

trong đó E(x, t) được cho bởi

E(x, t) =




(4πt)−

d
2e−

|x|2

4t với t > 0,

0 với t ≤ 0,
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là nghiệm cơ bản của phương trình truyền nhiệt, (xem [17]).

Ta định nghĩa các thế vị đơn và thế vị kép sau

(V w)(x, t) =

∫ t

0

∫

Γ

E(x− ξ, t− τ)w(ξ, τ) dξ dτ,

(Ku)(x, t) =

∫ t

0

∫

Γ

∂

∂nξ
E(x− ξ, t− τ)u(ξ, τ) dξ dτ,

với (x, t) ∈ S, các toán tử tích phân biên N và W ,

(Nw)(x, t) =

∫ t

0

∫

Γ

∂

∂νx
E(x− ξ, t− τ)w(ξ, τ) dξ dτ,

và

(Wu)(x, t) = − ∂

∂νx

∫ t

0

∫

Γ

∂

∂νξ
E(x− ξ, t− τ)u(ξ, τ) dξ dτ.

Ngoài ra, ta xét các thế vị thể tích sau, với (x, t) ∈ S,

(M0a)(x, t) =

∫

Ω

E(x− y, t)a(y) dy,

(N0g)(x, t) =

∫ t

0

∫

Ω

E(x− y, t− τ)g(y, τ) dy dτ,

(M1a)(x, t) =
∂

∂νx

∫

Ω

E(x− y, t)a(y) dy,

và

(N1g)(x, t) =
∂

∂νx

∫ t

0

∫

Ω

E(x− y, t− τ)g(y, τ) dy dτ.

Tính chất của các toán tử tích phân trên có thể xem trong [17, 68]. Đặc biệt,

toán tử N là toán tử liên hợp của toán tử thế vị kép K, tức là

〈κTw,Nϕ〉 = 〈κTϕ,Kw〉,

trong đó ánh xạ κT được định nghĩa bởi κTv(x, t) := v(x, T − t).

Từ công thức biễu diễn nghiệm, ta có các phương trình tích phân sau, (xem

[17])

(V w)(x, t) =

(
1

2
I +K

)
u(x, t)− (M0a)(x, t)− (N0g)(x, t) với (x, t) ∈ S,

(1.27)
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và

(Wu)(x, t) =

(
1

2
I −N

)
w(x, t)− (M1a)(x, t)− (N1g)(x, t) với (x, t) ∈ S.

(1.28)

Kết hợp với điều kiện biên, ta có hệ phương trình tích phân biên sau

A
(
w

u

)
:=

(
V −

(
1
2I +K

)
(
1
2I +N

)
W + σI

)(
w

u

)
=

(
−M0a−N0g

b−M1a−N1g

)
. (1.29)

Bổ đề 1.3 Toán tử A là toán tử elliptic, tức là ta có bất đẳng thức sau

〈
A
(
w

u

)
,

(
w

u

)〉
=

〈(
V −K
N W

)(
w

u

)
,

(
w

u

)〉
+ 〈σu, u〉

≥ C
(
‖w‖2

H− 1
2 ,− 1

4 (S)
+ ‖u‖2

H
1
2 , 14 (S)

)

với mọi w ∈ H− 1
2 ,−

1
4 (S), u ∈ H

1
2 ,

1
4 (S), và C là một hằng số.

Chứng minh. Xem [17, Định lý 3.11], và sử dụng điều kiện σ ≥ 0. �

Với giả thiết (1.25), hệ phương trình tích phân biên (1.29) có nghiệm duy

nhất (w, u) ∈ H− 1
2 ,−

1
4 (S) × H

1
2 ,

1
4 (S). Trong phần tiếp theo, chúng ta sẽ trình

bày phương pháp phần tử biên (BEM) để giải số hệ phương trình tích phân

biên (1.29).

Gọi Vh là không gian các hàm tuyến tính từng khúc đối với biến không gian

và là hằng số từng khúc đối với biến thời gian. Uh là không gian các hàm hằng

số từng khúc đối với cả biến không gian và thời gian. Phương pháp Galerkin

đối với hệ (1.29) là tìm (wh, uh) ∈ Vh × Uh sao cho

〈
A
(
wh

uh

)
,

(
τh

vh

)〉
=

〈( −M0a−N0g

b−M1a−N1g

)
,

(
τh

vh

)〉
với mọi (τh, vh) ∈ Vh×Uh.

Hệ này tương đương với




〈
V wh, τh

〉
S
−
〈 (

1
2I +K

)
uh, τh

〉
S

= −
〈
M0a+N0g, τh

〉
S
,

〈 (
1
2I +N

)
wh, vh

〉
S
+
〈
Wuh, vh

〉
S
+
〈
σuh, vh

〉
S

=
〈
b−M1a−N1g, vh

〉
S
,

(1.30)

với mọi (τh, vh) ∈ Vh × Uh.
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Giả sử

uh(x, t) =
n−1∑

ℓ=0

m1−1∑

i=0

uiℓϕ
1
i (x)ψ

0
ℓ (t), wh(x, t) =

n−1∑

ℓ=0

m0−1∑

j=0

wjℓϕ
0
j(x)ψ

0
ℓ (t).

Ở đây, m0 = m1 trong trường hợp hai chiều, n là số bước thời gian, ϕ0
j(x) và

ϕ1
i (x) lần lượt là các hàm cơ sở hằng số từng khúc và tuyến tính từng khúc đối

với biến không gian và ψ0
ℓ (t) các hàm cơ sở hằng số từng khúc đối với biến thời

gian.

Chọn các hàm thử τh ∈ Uh và vh ∈ Vh, ta thu được hệ phương trình tuyến

tính sau 


Vhw − (12Mh +Kh)u = f1,

(12M
⊤
h +Nh)w +Whu+Mσ

hu = f 2,

trong đó Vh, Kh, Nh và Wh và các ma trận Galerkin tương ứng với các toán tử

tích phân biên V,K,N và W ; Mh là ma trận trọng số, (xem [89]). Các vectơ f1

và f2 tương ứng là các vectơ vế phải.

Ngoài ra, ta định nghĩa ma trận trọng số với các phần tử

Mσ
kℓ[j][i] = 〈σ(x, t)ϕ1

i (x)ψ
0
ℓ (t), ϕ

1
j(x)ψ

0
k(t)〉

=

∫ T

0

∫

Γ

σ(x, t)ϕ1
i (x)ψ

0
ℓ (t)ϕ

1
j (x)ψ

0
k(t) dsx dt.

Như vậy, Mσ
kℓ[j][i] = 0 nếu k 6= ℓ. Với k = ℓ, ta ký hiệu Mσ

ℓℓ bởi Mσ
ℓ .

Các ma trận Galerkin là các ma trận khối, tam giác dưới. Cụ thể, ta có

Vh =




V0

V1 V0

... ... ...

Vn−2 Vn−3 V0

Vn−1 Vn−2 V0




, Wh =




W0

W1 W0

... ... ...

Wn−2 Wn−3 W0

Wn−1 Wn−2 W0




,

1

2
Mh +Kh =




K0

K1 K0

... ... ...

Kn−2 Kn−3 K0

Kn−1 Kn−2 K0






31

và

1

2
M⊤

h +Nh =




K⊤
0

K⊤
1 K⊤

0

... ... ...

K⊤
n−2 K⊤

n−3 K⊤
0

K⊤
n−1 K⊤

n−2 K⊤
0




.

Hệ phương trình tuyến tính
(

Vh −(12Mh +Kh)

(12M
⊤
h +Nh) Wh +Mσ

h

)(
w

u

)
=

(
f1

f2

)

có thể viết lại như sau



V0

V1 V0

... ... ...

Vn−2 Vn−3 V0

Vn−1 Vn−2 V0







w0

w1

...

wn−2

wn−1




−




K0

K1 K0

... ... ...

Kn−2 Kn−3 K0

Kn−1 Kn−2 K0







u0

u1

...

un−2

un−1




=




f10

f11

...

f1n−2

f1n−1




và 


K⊤
0

K⊤
1 K⊤

0

... ... ...

K⊤
n−2 K⊤

n−3 K⊤
0

K⊤
n−1 K⊤

n−2 K⊤
0







w0

w1

...

wn−2

wn−1




+

+




W0 +Mσ
0

W1 W0 +Mσ
1

... ... ...

Wn−2 Wn−3 W0 +Mσ
n−2

Wn−1 Wn−2 W0 +Mσ
n−1







u0

u1

...

un−2

un−1




=




f20

f21

...

f2n−2

f2n−1




.
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Từ hai phương trình đầu tiên của hệ trên, ta có
(
V0 −K0

K⊤
0 W0 +Mσ

0

)(
w0

u0

)
=

(
f10

f20

)
.

Suy ra
[
K⊤

0 V
−1
0 K0 +W0 +Mσ

0

]
u0 = f20 −K⊤

0 V
−1
0 f10 ,

với V0 là ma trận khả nghịch, do toán tử V là toán tử elliptic, và do đó ta có

thể giải được nghiệm duy nhất u0 và w0. Do đó, các véc tơ wk và uk được xác

định từ hệ phương trình sau



Vkw0 + Vk−1w1 + ...+ V0wk −Kku0 −Kk−1u1 − ...−K0uk = f1k

K⊤
k w0 +K⊤

k−1w1 + ...+K⊤
0 wk +Wku0 + ...+W1uk−1 + (W0 +Mσ

k )uk = f2k

với k = 1, ..., n− 1. Hệ này có thể viết lại như sau



V0wk −K0uk = f1k +Kku0 +Kk−1u1 + ...+K1uk−1 − Vkw0 − ...− V1wk−1

K⊤
0 wk + (W0 +Mσ

k )uk = f2k −K⊤
k w0 − ...−K⊤

1 wk−1 −Wku0 − ...−W1uk−1.

Chú ý ma trận R
m1×m1 ∋ Ak

h := K⊤
0 V

−1
0 K0 +W0 +Mσ

k , k = 0, ..., n− 1, là đối

xứng và xác định dương. Do đó, ta có thể sử dụng một số phương pháp hữu hiệu

để giải hệ phương trình này, chẳng hạn phương pháp gradient liên hợp (xem

[93], p. 293–302), hoặc phương pháp phân tích Cholesky (xem [93], p. 172–189).

a. Phương pháp phần tử biên giải bài toán thuận phi tuyến
Xét bài toán thuận





ut −∆u = 0, (x, t) ∈ Q,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

∂u

∂ν
= g(u) + b(x, t), (x, t) ∈ S = ∂Ω× [0, T ],

(1.31)

với các hàm số u0, g, b cho trước. Đây là bài toán phi tuyến (điều kiện biên phi

tuyến). Ta giải bài toán thuận trên bằng phương pháp lặp như sau:

Xuất phát từ xấp xỉ đầu u0 = u0(x, t), ta tìm un+1(x, t) là nghiệm của bài

toán sau
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un+1
t −∆un+1 = 0, (x, t) ∈ Q,

un+1(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

∂un+1

∂ν
− g′(un)un+1 = g(un)− g′(un)un + b(x, t), (x, t) ∈ S = ∂Ω× [0, T ].

Đây là bài toán biên Robin với g′(un) ≥ 0. Bài toán này được giải bằng phương

pháp phần tử biên. Thuật toán dừng khi

||un+1 − un|| ≤ ε||un+1|| hoặc n > max
it
,

trong đó, max
it

là số bước lặp cao nhất.

Nhận xét 1.1 Với giả thiết đã biết A = minQ u(x, t) và B = maxQ u(x, t), khi

lập trình tính toán, ở mỗi bước lặp ta thực hiện phép chiếu hàm un trên đoạn

[A,B].

b. Phương pháp phần tử biên giải bài toán liên hợp
Xét bài toán liên hợp




−ϕt −∆ϕ = 0, (x, t) ∈ Q,

ϕ(x, T ) = 0, x ∈ Ω,

∂ϕ

∂ν
= ġ(u(g))ϕ + ω(x)

( ∫
∂Ω ω(x)u(g)|SdS − h(t)

)
, (x, t) ∈ S.

Cho trước hàm u và g, bài toán liên hợp trên là bài toán tuyến tính. Đặt

p(x, t) = κTϕ(x, t).

Khi đó p(x, t) là nghiệm của bài toán




pt −∆p = 0, (x, t) ∈ Q,

p(x, 0) = 0, x ∈ Ω,

∂p

∂ν
= κT ġ(u(g))p + ω(x)

(
κT
∫
∂Ω ω(x)u(g)|S dS − h(T − t)

)
, (x, t) ∈ S.

Chú ý κT ġ(u(g)) ≤ 0, bài toán trên có thể giải bằng phương pháp phần tử biên.
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1.2.3.2. Kết quả số
Các kết quả số trình bày trong luận án được tính toán trên máy tính xách tay

với các thông số: Intel Core i3 - 2328M, CPU 2.20GHz, RAM 2.0GB, hệ điều

hành Windows 7 và môi trường C++ hoặc MATLAB.

Chúng tôi thử nghiệm thuật toán cho miền hai chiều Ω = (0, 1) × (0, 1),

T = 1 và nghiệm chính xác được cho bởi

uexact(x, t) =
100

4πt
exp

(
−|x− x0|2

4t

)
, (1.32)

trong đó x0 = (−2,−2). Ta nhận thấy rằng từ phương trình (1.32), cực tiểu

của u đạt tại t = 0 với kiện ban đầu u(x, 0) = u0(x) = 0, trong khi cực đại của

uexact đạt tại t = T = 1 và x = (0, 0), tức là u((0, 0), 1) = 100
4π e

−2. Do đó, trong

trường hợp này, chúng tôi chọn khoảng thời gian [A,B] = [0, 1004π e
−2].

Chúng tôi xét các ví dụ có ý nghĩa vật lý như tìm lại quy luật truyền nhiệt

tuyến tính của Newton và quy luật bức xạ nhiệt phi tuyến bậc bốn khi điều

kiện biên có dạng
∂u

∂ν
= g(u)− gexact(f), trên S,

với dữ kiện đầu vào f cho trước được xác định bởi

f =
∂uexact

∂ν
+ uexact, trên S.

Trong trường hợp tuyến tính điều kiện biên tuyến tính ta có gexact(f) = −f với

f =

(
∂uexact

∂ν
+ u4

exact

)1/4

, trên S.

Trong trường hợp điều kiện biên phi tuyến ta có gexact(f) = −f4.
Bằng tính toán trực tiếp, ta có cực trị của hàm f được xác định như trên

trên S là [m := minS f ;M := maxS f ] ⊃ [A,B] = [0, 1004π e
−2] . Theo Hệ quả

1.7.2, ta biết rằng m ≤ u ≤M , hơn nữa các cận trên M và cận dưới m bị chặn

do các dữ kiện đầu vào u0 và f được cho trước.

Ở đây, hai hàm trọng được sử dụng trong quan sát tích phân (1.19) là

ω(ξ) =





1

ε
nếu ξ ∈ [(0; 0), (ε, 0)],

0 nếu ngược lại,
ε = 10−5, (1.33)



35

và

ω(ξ) = ξ21 + ξ22 + 1, (1.34)

với ξ = (ξ1, ξ2). Chú ý rằng trong hàm trọng (1.33) nếu ε có giá đủ nhỏ thì

quan sát tích phân (1.19) trở thành quan sát điểm như trong (0.4) tại gốc tọa

độ ξ0 = (0; 0).

Chúng tôi áp dụng thuật toán lặp Gauss – Newton để tìm cực tiểu của phiến

hàm (1.20) được viết lại như sau

J(g) =
1

2
‖lu(g)− h‖2L2(0,T ) =:

1

2
‖Φ(g)‖2L2(0,T ). (1.35)

Cho trước gn, xét bài toán con, tìm cực tiểu (ứng với z ∈ L2(I)) của phiếm hàm

1

2
‖Φ(gn) + Φ′(gn)z‖2L2(0,T ) +

αn

2
‖z‖2L2(I), Phương pháp 1 (M1), (1.36)

hoặc

1

2
‖Φ(gn)+Φ′(gn)z‖2L2(0,T )+

αn

2
‖z−gn+g0‖2L2(I), Phương pháp 2 (M2). (1.37)

Bước lặp mới được cập nhật

gn+1 = gn + 0.5z. (1.38)

Do hàm g là hàm giảm nên ở mỗi bước lặp, ta thực hiện phép chiếu (chặt cụt) để

đảm bảo rằng ở bước lặp tiếp theo tính chất giảm của hàm g được giữ nguyên.

Ở đây, ta chọn tham số hiệu chỉnh

αn =
0.001

n+ 1
. (1.39)

Bài toán thuận và bài toán liên hợp được giải bằng phương pháp phần tử biên

(BEM) với 128 phần tử biên, 32 bước thời gian và khoảng [A,B] được chia

thành 32 khoảng nhỏ. Ở đây, chúng tôi sử dụng phương pháp phần tử biên giúp

việc tính toán số nhanh hơn do phương pháp này đưa bài toán hai chiều về bài

toán một chiều bằng cách rời rạc hóa tích phân trên biên. Tuy nhiên, phương

pháp này chỉ sử dụng được khi nghiệm cơ bản của bài toán được cho dưới dạng

tường minh.
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Trong phần tiếp theo, chúng tôi trình bày kết quả số cho trường hợp hàm

g(u) chưa biết là tuyến tính và phi tuyến bằng cách sử dụng phương pháp M1 và

phương pháp M2 với dự đoán ban đầu g0 và nhiễu dữ kiện là ||hδ−h||L2(0,T ) ≤ δ.

Trường hợp tuyến tính

Trong trường hợp này, chúng tôi muốn tìm lại hàm tuyến tính g(u) = −u
từ các dự đoán ban đầu khác nhau là

g0(u) ∈
{
0,−1

2
u,− 1

B
u2
}
. (1.40)

Với hàm trọng (1.33), Hình 1.1 và 1.2 cho ta nghiệm số thu được từ phương

pháp (M1) và (M2), với dự đoán ban đầu (1.40), và nhiễu cho tương ứng là

δ = 0.001 và δ = 0.01. Hình 1.3 và 1.4 biểu diễn kết quả tương tự Hình 1.1 và

1.2, nhưng với hàm trọng cho bởi (1.34).
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Hình 1.1: So sánh nghiệm chính xác g(u) = −u với nghiệm giải số bằng phương

pháp (M1) (bên trái) và phương pháp (M2) (bên phải), với nhiễu δ = 0.001 . Hàm

trọng ω được cho bởi (1.33).

Từ Hình 1.1–1.4 có thể nhận thấy cả hai phương pháp (M1) và (M2) cùng

cho ta kết quả tốt như nhau và không phụ thuộc vào dự đoán ban đầu (1.40).

Trừ một số bước nhảy lớn xảy ra tại u = B, kết quả tính toán là chính xác,

ổn định và mạnh, tức là không phụ thuộc vào dự đoán ban đầu. Nếu so sánh
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Hình 1.2: So sánh nghiệm chính xác g(u) = −u với nghiệm giải số thu được từ

phương pháp (M1) (bên trái) và phương pháp (M2) (bên phải), với nhiễu δ = 0.01 .

Hàm trọng ω được cho bởi (1.33).
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Hình 1.3: So sánh nghiệm chính xác g(u) = −u với nghiệm giải số từ phương pháp

(M1) (bên trái) và phương pháp (M2) (bên phải), với nhiễu δ = 0.001 . Hàm trọng ω

được cho bởi (1.34).

Hình 1.1 và 1.2 với Hình 1.3 và 1.4 ta thấy rằng việc chọn hàm trọng (1.33)

hoặc (1.34) có ảnh hưởng nhỏ đến kết quả số. Đặc biệt, Hình 1.3 và 1.4 chỉ ra

dáng điệu của g(u), như hàm u, và ở đây kết quả số bị phụ thuộc một chút vào
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Hình 1.4: So sánh nghiệm chính xác g(u) = −u với nghiệm giải số thu được từ

phương pháp (M1) (bên trái) và phương pháp (M2) (bên phải), với nhiễu δ = 0.01 .

Hàm trọng ω được cho bởi (1.34).

dự đoán ban đầu (1.40), điều này thấy rõ hơn với phương pháp (M2) và nhiễu

lớn δ = 0.01.

Trường hợp phi tuyến

Trong trường hợp này, chúng tôi cần thiết lập lại hàm phi tuyến g(u) = −u4

từ các dự đoán ban đầu

g0(u) ∈
{
0,−B3u,−1

2
u4
}
. (1.41)

Để đơn giản, chúng tôi chỉ trình bày các kết quả số sử dụng phương pháp (M2).

Hình 1.5 và 1.6 cho ta nghiệm giải số khi sử dụng phương pháp M2, với dự đoán

ban đầu cho bởi (1.41) và nhiễu được chọn là δ ∈ {0.001, 0.01}, hàm trọng được

xác định tương ứng như trong (1.33) và (1.34). Ta cũng có kết luận tương tự

được rút ra từ các hình như trường hợp tuyến tính.

Trong hai mục tiếp theo chúng tôi chứng tỏ rằng, phương pháp của chúng tôi

có thể dễ dàng áp dụng cho bài toán xác định quy luật trao đổi nhiệt hoặc hệ

số truyền nhiệt với các quan sát trên một phần của biên, hoặc quan sát tích

phân trên biên.
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Hình 1.5: So sánh nghiệm chính xác g(u) = −u4 với nghiệm giải số thu được từ

phương pháp (M2) với nhiễu δ = 0.001 (bên trái ) và nhiễu δ = 0.01 (bên phải). Hàm

trọng ω được cho bởi (1.33).
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Hình 1.6: So sánh nghiệm chính xác g(u) = −u4 với nghiệm giải số thu được từ

phương pháp (M2) với nhiễu δ = 0.001 (bên trái) và nhiễu δ = 0.01 (bên phải). Hàm

trọng ω được cho bởi (1.34).

1.3. Bài toán xác định quy luật trao đổi nhiệt phi tuyến
từ quan sát một phần trên biên

Xét bài toán (1.8) được viết lại như sau
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ut −∆u = 0, trong Q,

u(x, 0) = 0, trong Ω,

∂u

∂ν
= g(u, f), trên S = ∂Ω× (0, T ).

Tìm hàm u(x, t) và g(u, f) từ điều kiện quan sát trên một phần của biên

u|Σ = h(x, t), (x, t) ∈ Γ, (1.42)

trong đó Σ = Γ× (0, T ] với Γ ⊂ ∂Ω. Với bài toán thuận ta cũng có các kết quả

giống như bài toán thuận trong Mục 1.2.1, nên chúng tôi chỉ đưa ra cách giải

bài toán ngược dựa trên phương pháp biến phân bằng cách xét phiếm hàm

J(g) =
1

2
‖u(g)− h(·, ·)‖2L2(Σ), trên tập A1. (1.43)

Chúng tôi cũng sẽ chứng minh phiếm hàm (1.43) khả vi Fréchet và đưa ra công

thức tính gradient của J theo biến g.

Định lý 1.14 Phiếm hàm J(g) khả vi Fréchet trên tập A1 và gradient được

tính theo công thức

∇J(g)z =
∫

S

z(u(g))ϕ(x, t)dSdt, (1.44)

trong đó, ϕ(x, t) là nghiệm của bài toán liên hợp




−ϕt −∆ϕ = 0 trong Q,

ϕ(x, T ) = 0 trong Ω,

∂ϕ

∂ν
= ġu(u(g))ϕ +

(
u(x, t)− h(x, t)

)
χΣ(x, t) trên S.

Ở đây, χΣ là hàm đặc trưng của Σ xác định bởi

χΣ(x, t) =




1 nếu (x, t) ∈ Σ

0 nếu (x, t) /∈ Σ.

Chứng minh. Với ǫ0 cho trước đủ nhỏ, chọn ǫ > 0, z ∈ A1 sao cho g+ ǫz ∈ A1

với 0 ≤ ǫ ≤ ǫ0. Kí hiệu uǫ là nghiệm của bài toán (1.8) với điều kiện biên g
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được thay bởi g + ǫz ta có

J(g + ǫz)− J(g) =
1

2
‖u(g + ǫz)− h‖2L2(Σ) −

1

2
‖u(g)− h‖2L2(Σ)

=
1

2
‖(u(g + ǫz)− u(g)) + (u(g)− h)‖2L2(Σ) −

1

2
‖u(g)− h‖2L2(Σ)

=
1

2
‖u(g + ǫz)− u(g)‖2L2(Σ) + 〈u(g + ǫz)− u(g), u(g)− h〉L2(Σ)

=
1

2
‖uǫ − u(g)‖2L2(Σ) + 〈uǫ − u(g), lu(g)− h〉L2(Σ) .

Khi ǫ→ 0, theo Bổ để 1.1, ta có

‖uǫ − u(g)‖2L2(Σ) = o(‖z‖L∞(I)).

Mặt khác, vì u(g) khả vi Fréchet nên phiếm hàm J(g) cũng khả vi Fréchet và

ta có

∇J(g)z = 〈uǫ − u(g), u(g)− h〉L2(Σ)

= 〈u̇g(g)z, u(g)− h〉L2(Σ)

= 〈η, u(g)− h〉L2(Σ)

=

∫

S

η(x, t) (u(g)− h)χΣdSdt,

trong đó η là nghiệm của bài toán "sensitivity" (1.15).

Xét bài toán liên hợp




−ϕt −∆ϕ = 0, trong Q,

ϕ(x, T ) = 0, trong Ω,

∂ϕ

∂ν
= ġu(u(g))ϕ +

(
u(x, t)− h(x, t)

)
χΣ(x, t), trên S.

(1.45)

Vì ġu(u(g)) < 0 và
(
u(x, t) − h(x, t)

)
χΣ(x, t) ∈ L2(S) nên bài toán (1.45) có

duy nhất nghiệm trong không gian W (0, T ) và theo Định lý 1.5 ta có
∫

S

η(x, t) (u(g)− h)χΣdSdt =

∫

S

z(u, g)ϕ(x, t)dSdt.

Do đó

∇J(g)z =
∫

S

z(u, g)ϕ(x, t)dSdt.

Định lý được chứng minh. �
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1.4. Bài toán xác định hệ số truyền nhiệt σ(u) từ quan
sát tích phân

Tương tự như trên, chúng tôi xét phương pháp biến phân cho bài toán xác

định hệ số truyền nhiệt σ(u) trong bài toán giá trị biên ban đầu




ut −∆u = 0, trong Q,

u(x, 0) = u0(x), trên Ω,

∂u

∂ν
= σ(u(ξ, t))(u∞ − u(ξ, t)), trên S = ∂Ω× [0, T ],

(1.46)

với điều kiện quan sát

lu(σ) :=

∫

∂Ω

ω(x)u(x, t)dS = h(t), t ∈ (0, T ], (1.47)

trên tập chấp nhận được σ ∈ A2. Trong đó u∞ là nhiệt độ môi trường xung

quanh và được giả sử bằng một hằng số cho trước.

Vì nghiệm u(x, t) bài toán (1.46) phụ thuộc vào hệ số truyền nhiệt σ nên ta

kí hiệu nghiệm này là u(σ) hoặc u(x, t; σ). Và nghiệm yếu của bài toán (1.46)

được xác định như sau

Định nghĩa 1.7 Một hàm u ∈ H1,0(Q) được gọi là nghiệm yếu của bài toán

(1.46) nếu với mọi hàm η ∈ H1,1(Q) thỏa mãn η(·, T ) = 0,
∫

Q

(
− u(x, t)ηt(x, t) +∇u(x, t) · ∇η(x, t)

)
dxdt =

∫

Ω

u0(x)η(x, 0)dx

+

∫

S

σ(u(ξ, t))(u∞ − u(ξ, t))η(ξ, t)dξdt. (1.48)

Nếu ta giả sử rằng u0 ∈ C(Ω) thì tồn tại duy nhất nghiệm của bài toán (1.46)

trong không gian W (0, T ) ∩ L∞(Q). Nghiệm này thuộc không gian C(Q) (xem

[13, 76, 77]) và nếu u0 ∈ Cβ(Ω) với hằng số β ∈ (0, 1] nào đó thì u ∈ Cγ,γ/2(Q)

vớiγ ∈ (0, 1) nào đó. Hơn nữa, theo nguyên lý maximum (xem [86]), ta có

min
(
u∞, inf

x∈Ω
u0(x)

)
≤ u(x, t) ≤ max

(
u∞, sup

x∈Ω
u0(x)

)
.

Trong phần tiếp theo, chúng tôi xét bài toán tìm cực tiểu của phiếm hàm

J(σ) =
1

2
‖lu(σ)− h‖2L2(0,T ), (1.49)
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trên tập A2. Sự tồn tại nghiệm của bài toán biến phân (1.49) được chứng minh

trong [81] thông qua việc chỉ ra ánh xạ biến σ ∈ C1(I) vào u(σ) ∈ C(Q) khả vi

Fréchet. Ở đây,

I :=
[
min

(
u∞, inf

x∈Ω
u0(x)

)
,max

(
u∞, sup

x∈Ω
u0(x)

)]
.

Tuy nhiên, các kết quả này cũng có thể được chứng minh một cách hoàn toàn

tương tự như bài toán ở Mục 1.2. Nếu ta lấy biến phân z như ở các phần trước

thì đạo hàm Fréchet η = u̇(σ)z thỏa mãn bài toán "sensitivity" (xem [81])




ηt −∆η = 0 trong Q,

η(x, 0) = 0 trong Ω,

∂η

∂ν
=
(
σ̇u(u(σ))(u∞ − u(σ))− σ(u)

)
η

+z(u(σ))
(
u∞ − u(σ)

)
trên S.

(1.50)

Do đó, theo [13, 76, 77], tồn tại duy nhất nghiệm của bài toán (1.50) trong

không gian W (0, T ) ∩ L∞(Q), nghiệm này thuộc không gian C(Q).

Bây giờ, chúng tôi sẽ đi tìm công thức tính gradient của phiếm hàm J . Để

đạt được mục đích đó, chúng tôi cần bài toán liên hợp sau




−ϕt −∆ϕ = 0 trong Q,

ϕ(x, T ) = 0 trong Ω,

∂ϕ

∂n
=
(
σ̇u(u(σ))(u∞ − u(σ))− σ(u)

)
ϕ

+ω(ξ)
( ∫

∂Ω ω(x)u(x, t; σ)dS − h(t)
)

trên S.

(1.51)

Kí hiệu uǫ là nghiệm của bài toán (1.46) khi ta thay σ bởi σ + ǫz trong điều

kiện biên, với ǫ > 0 sao cho σ + ǫz ∈ A2. Ta có

J(σ + ǫz)− J(σ) =
1

2
‖lu(σ + ǫz)− h‖2L2(0,T ) −

1

2
‖lu(σ)− h‖2L2(0,T )

=
1

2
‖lu(σ + ǫz)− lu(σ)‖2L2(0,T ) + 〈lu(σ)− h〉L2(0,T )

=
1

2
‖lu(σ + ǫz)− lu(σ)‖2L2(0,T ) + 〈lu(σ + ǫz)− lu(σ), lu(σ)− h〉L2(0,T )

=
1

2
‖l (uǫ − u(σ)) ‖2L2(0,T ) + 〈l (uǫ − u(σ)) , lu(σ)− h〉L2(0,T ) .
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Khi ǫ→ 0, theo Bổ đề 1.1 ta có

‖l (uǫ − u(σ)) ‖2L2(0,T ) = o
(
‖z‖L∞(I)

)
.

Mặt khác, vì u(σ) khả vi Fréchet nên phiếm hàm J(σ) cũng khả vi Fréchet và

ta có

∇J(σ)z = 〈l (uǫ − u(σ)) , lu(σ)− h〉L2(0,T )

= 〈l(η), lu(σ)− h〉L2(0,T )

=

∫ T

0

(∫

∂Ω

ω(x)η(x, t)dS

)(∫

∂Ω

ω(x)u(x, t; σ)dS − h

)
dt,

trong đó, η là nghiệm của bài toán (1.50). Áp dụng Định lý 1.5 cho hai bài toán

(1.50) và bài toán (1.51) ta nhận được
∫

S

z(u(σ))
(
u∞ − u(σ)

)
ϕ(x, t)dSdt

=

∫ T

0

(∫

∂Ω

ω(x)η(x, t)dS

)(∫

∂Ω

ω(x)u(x, t; σ)dS − h

)
dt,

hay

J ′(σ)z =

∫

S

z(u(σ))
(
u∞ − u(σ)

)
ϕ(x, t)dSdt. (1.52)

Vậy, ta có kết quả sau

Định lý 1.15 Phiếm hàm J(σ) khả vi Fréchet trên tập A2 và gradient được

tính theo công thức (1.52) trong đó ϕ(x, t) là nghiệm của bài toán liên hợp

(1.51).

Chúng tôi nhấn mạnh rằng, phương pháp của chúng tôi có thể áp dụng để

tìm hệ số truyền nhiệt σ(u). Tuy nhiên, để giới hạn độ dài của luận án, chúng

tôi sẽ không trình bày các kết quả số cho trường hợp này.
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KẾT LUẬN CHƯƠNG 1

Các kết quả chính chúng tôi đạt được trong chương này là

- Đưa ra một cách tiếp cận mới và giải số cho bài toán xác định quy luật

trao đổi nhiệt phi tuyến từ quan sát tích phân trên biên (1.19) và quan sát trên

một phần của biên (1.42).

- Đưa ra công thức biến phân thông qua tìm cực tiểu của phiếm hàm (1.20)

và (1.43) trên tập chấp nhận được A1 (Mục 1.2 và 1.3) hoặc A2 (Mục 1.4).

- Đưa ra tính khả vi Fréchet (Định lý 1.10) của phiếm hàm quan sát và sự

tồn tại nghiệm của bài toán biến phân (Định lý 1.13), cũng như công thức hiển

(1.21) và (1.52) cho gradient được thiết lập một cách chặt chẽ.

- Các kết quả số được đưa ra dựa trên phương pháp lặp Gauss-Newton để

tìm cực tiểu của phiếm hàm (1.35) dựa trên phương pháp (1.36) (phương pháp

M1) hoặc (1.37) (phương pháp M2). Các kết quả số thu được đã chứng minh

phương pháp đề xuất có thể xác định lại một cách chính xác, ổn định hàm g(u)

trong cả trường hợp tuyến tính và phi tuyến từ đo đạc trên biên.



Chương 2

Xác định nguồn trong

bài toán truyền nhiệt từ

quan sát trên biên

Trong chương này chúng tôi nghiên cứu bài toán xác định nguồn từ các quan

sát tích phân bằng phương pháp biến phân. Giả sử Ω ⊂ R
n là miền Lipschitz,

giới nội với biên Γ. Ký hiệu Q := Ω× (0, T ], với T > 0 và biên S = Γ× (0, T ].

Giả sử

aij, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, b ∈ L∞(Q), (2.1)

aij = aji, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, (2.2)

λ‖ξ‖2
Rn ≤

n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≤ Λ‖ξ‖2
Rn, ∀ξ ∈ R

n, (2.3)

0 ≤ b(x, t) ≤ µ1, hầu khắp trong Q, (2.4)

u0 ∈ L2(Ω), ϕ, ψ ∈ L2(S), (2.5)

λ và Λ là các hằng số dương và µ1 ≥ 0. (2.6)

46
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Xét bài toán giá trị ban đầu

∂u

∂t
−

n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x, t)

∂u

∂xj

)
+ b(x, t)u = F, (x, t) ∈ Q, (2.7)

u|t=0 = u0(x), x ∈ Ω, (2.8)

với điều kiện biên Robin

∂u

∂N + σu|S = ϕ trên S, (2.9)

hoặc điều kiện biên Dirichlet

u|S = ψ trên S. (2.10)

Ở đây,
∂u

∂N |S :=
n∑

i,j=1

(aij(x, t)uxj
) cos(ν, xi)|S ,

ν là vectơ pháp tuyến ngoài đối với S và σ ∈ L∞(S), được giả thiết là không

âm hầu khắp nơi trên S.

Giả sử ωi ∈ L∞(Ω) và
∫
Ω ωi(x)dx > 0, i = 1, 2, . . . , N , là các hàm trọng và

ta có các dữ kiện sau:

liu =

∫

Ω

ωi(x)u(x, t)dx = hi(t), hi ∈ L2(0, T ), i = 1, 2, . . . , N. (2.11)

Ngoài ra giả sử rằng, vế phải F có dạng F = fh(x, t)+g(x, t) (f có dạng f(x, t),

f(x) hoặc f(t)) và ta có một ước lượng f∗ của f . Trong chương này chúng tôi

nghiên cứu bài toán xác định f từ các dữ kiện trên.

Chúng tôi sẽ dùng phương pháp bình phương tối thiểu để tiếp cận bài toán

này. Đầu tiên, trong Mục 2.1. chúng tôi mô tả phương pháp và chứng minh

rằng, phiếm hàm cần cực tiểu hóa khả vi Fréchet, sau đó biểu diễn đạo hàm

Fréchet qua bài toán liên hợp. Để giải bài toán chúng tôi dùng phương pháp

gradient liên hợp và mô tả thuật toán này. Trong Mục 2.2. chúng tôi rời rạc hóa

bài toán bằng phương pháp phần tử hữu hạn và thử nghiệm thuật toán trên

một số ví dụ số. Ưu điểm của phương pháp phần tử hữu hạn là có thể áp dụng

cho các bài toán tổng quát nhưng bài toán rời rạc nhận được bằng phương pháp

này có số chiều lớn hơn hẳn bài toán rời rạc nhận được bằng phương pháp phần
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tử biên hoặc phương pháp sai phân phân rã nên việc tính toán số sẽ lâu hơn.

Trong phần cuối của chương, chúng tôi áp dụng phương pháp sai phân phân

rã để rời rạc cho bài toán xác định f = f(t) từ quan sát tích phân trong miền

và thử nghiệm thuật toán trên các ví dụ số. Phương pháp này có ưu điểm là

đưa bài toán nhiều chiều về dãy các bài toán một chiều nên việc giải số nhanh

và đơn giản hơn rất nhiều, song nhược điểm của phương pháp này là chỉ thực

hiện được khi miền có dạng hình hộp. Các kết quả của chương này được tổng

kết trong các bài báo [35] và [64].

2.1. Phương pháp biến phân

Để cho đơn giản, trong mục này chúng tôi chỉ xét trường hợp bài toán Robin

(2.7)–(2.9). Trường hợp bài toán Dirichlet (2.7), (2.8), (2.10) với điều kiện biên

(2.10) thuần nhất cũng tương tự. Lời giải của bài toán Robin (2.7)–(2.8) được

hiểu theo nghĩa yếu như sau: Giả sử F ∈ L2(Q), lời giải yếu trong W (0, T ) của

bài toán (2.7)–(2.9) là hàm số u(x, t) ∈ W (0, T ) thỏa mãn đẳng thức

∫ T

0

(ut, η)(H1(Ω))′,H1(Ω)dt+

∫

Q

( n∑

i,j=1

aij(x, t)
∂u

∂xi

∂η

∂xj
+ b(x, t)uη

)
dxdt

+

∫

S

σuηdξdt =

∫

Q

Fηdxdt+

∫

S

ϕηdξdt, ∀η ∈ L2(0, T ;H1(Ω)),

và

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω. (2.12)

Theo [97, Chương IV] và [94, p. 141–152] ta có thể chứng minh được rằng,

bài toán (2.7)-(2.9) có nghiệm duy nhất trong W (0, T ). Ngoài ra tồn tại hằng

số cd không phụ thuộc vào aij, b, F và u0 sao cho

‖u‖W (0,T ) ≤ cd
(
‖F‖L2(Q) + ‖u0‖L2(Ω) + ‖ϕ‖L2(S)

)
. (2.13)

Giả sử F có dạng F (x, t) = f(x, t)h(x, t)+g(x, t) với f ∈ L2(Q), h ∈ L∞(Q)

và g ∈ L2(Q). Ta muốn xác định f từ các quan sát (2.11). Vì lời giải u(x, t) của

(2.7)–(2.9) phụ thuộc vào f(x, t), ta kí hiệu nó là u(x, t; f) hoặc u(f) để nhấn
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mạnh sự phụ thuộc của nó vào f . Để xác định f , ta cực tiểu hóa phiếm hàm

J0(f) =
N∑

i=1

1

2
‖liu(f)− hi‖2L2(0,T ), (2.14)

trên L2(Q). Tuy nhiên, bài toán cực tiểu hóa này không ổn định và có thể có

nhiều lời giải. Bởi vậy thay vào đó, chúng tôi cực tiểu hóa phiếm hàm Tikhonov

Jγ(f) =
N∑

i=1

1

2
‖liu(f)− hi‖2L2(0,T ) +

γ

2
‖f − f∗‖2L2(Q), (2.15)

với γ > 0 là tham số hiệu chỉnh Tikhonov, f∗ ∈ L2(Q) là một dự đoán của f .

Dễ thấy rằng nếu γ > 0, thì bài toán cực tiểu hóa này có lời giải duy nhất. Bây

giờ ta chứng minh phiếm hàm Jγ khả vi Fréchet và đưa ra công thức cho đạo

hàm của nó. Với mục đích đó, ta xét bài toán liên hợp




−
∂p

∂t
−

n∑
i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x, t)

∂p

∂xi

)
+ b(x, t)p =

n∑
i=1

ωi(x) (liu− hi) , (x, t) ∈ Q,

∂p

∂N + σ(x, t)p = 0, (x, t) ∈ S,

p(x, T ) = 0, x ∈ Ω.

(2.16)

Vì ωi ∈ L2(Ω), liu − hi ∈ L2(0, T ), vế phải của phương trình đầu trong (2.16)

thuộc L2(Q). Bằng cách thay đổi chiều thời gian, dễ thấy bài toán liên hợp có

nghiệm duy nhất trong W (0, T ).

Định lý 2.1 Phiếm hàm Jγ khả vi Fréchet và đạo hàm của nó ∇Jγ tại f có

dạng

∇Jγ(f) = h(x, t)p(x, t) + γ(f(x, t)− f∗(x, t)), (2.17)

với p(x, t) là lời giải của bài toán liên hợp (2.16).

Chứng minh. Với biến phân δf ∈ L2(Q) đủ nhỏ của f , ta có

J0(f + δf)− J0(f) =
N∑

i=1

1

2
‖liu(f + δf)− hi‖2L2(0,T ) −

N∑

i=1

1

2
‖lu(f)− hi‖2L2(0,T )

=
N∑

i=1

1

2
‖liu(f + δf)− liu(f)‖2L2(0,T ) +

N∑

i=1

〈liu(f + δf)− liu(f), liu(f)− hi〉L2(0,T )
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=
N∑

i=1

1

2
‖liδu(f)‖2L2(0,T ) +

N∑

i=1

〈liδu(f), liu(f)− hi〉L2(0,T ) ,

trong đó δu(f) là nghiệm của bài toán




∂δu

∂t
−

n∑
i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x, t)

∂δu

∂xi

)
+ b(x, t)δu = δf(x, t)h(x, t), (x, t) ∈ Q,

∂δu

∂N + σ(x, t)δu(x, t) = 0, (x, t) ∈ S,

δu(x, 0) = 0, x ∈ Ω.

(2.18)

Theo đánh giá tiên nghiệm (2.13) cho bài toán, ta có

‖liδu(f)‖2L2(0,T ) = o
(
‖δf‖L2(Q)

)
khi ‖δf‖L2(Q) → 0.

Do đó

J0(f + δf)− J0(f) =
N∑

i,=1

〈liδu(f), liu(f)− hi〉L2(0,T ) + o
(
‖δf‖L2(Q)

)

=
N∑

i=1

∫ T

0

(∫

Ω

ωi(x)δu(x, t)dx

)
(liu(f)− hi) dt+ o

(
‖δf‖L2(Q)

)

=
N∑

i=1

∫ T

0

(∫

Ω

ωi(x)δu(x, t)(liu(f)− hi)dx

)
dt+ o

(
‖δf‖L2(Q)

)

=
N∑

i=1

∫ T

0

∫

Ω

δu ωi(x)(liu− hi)dxdt+ o
(
‖δf‖L2(Q)

)
.

Sử dụng công thức Green cho (2.16) và (2.18) ta nhận được

N∑

i=1

∫ T

0

∫

Ω

δu ωi(x)(liu− hi)dxdt =

∫ T

0

∫

Ω

δf(x, t)h(x, t)p(x, t) dxdt.

Vậy

J0(f + δf)− J0(f) =

∫ T

0

∫

Ω

δf(x, t)p(x, t) dxdt+ o
(
‖δf‖L2(Q)

)

= 〈ph, δf〉L2(Q) + o
(
‖δf‖L2(Q)

)
. (2.19)

Suy ra phiếm hàm J0 khả vi Fréchet và gradient của nó có dạng

∇J0(f) = h(x, t)p(x, t).
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Vậy nên phiếm hàm Tikhonov Jγ cũng khả vi Fréchet và gradient của nó có

dạng (2.17). Định lý được chứng minh. �

Nhận xét 2.1 Trong định lý này chúng tôi viết phiếm hàm Tikhonov cho

trường hợp F (x, t) = f(x, t)h(x, t) + g(x, t). Khi F có cấu trúc khác, thì phiếm

hàm cần thay đổi tương ứng. Cụ thể, nếu

• F (x, t) = f(t)h(x, t) + g(x, t), thì phiếm hàm phạt là ‖f − f∗‖L2(0,T ) và

∇J0(f) =
∫

Ω

h(x, t)p(x, t)dx.

• F (x, t) = f(x)h(x, t) + g(x, t), thì phiếm hàm phạt là ‖f − f∗‖L2(Ω) và

∇J0(f) =
∫ T

0

h(x, t)p(x, t)dt.

Để tìm điểm cực tiểu của (2.15), chúng tôi sử dụng phương pháp gradient liên

hợp, [63]. Quá trình được thực hiện như sau: Giả sử tại bước lặp k ta có fk.

Khi đó bước lặp tiếp theo được tính theo công thức

fk+1 = fk + αkdk,

với

dk =




−∇Jγ(fk) nếu k = 0,

−∇Jγ(fk) + βkdk−1 nếu k > 0,

βk =
‖∇Jγ(fk)‖2L2(Q)

‖∇Jγ(fk−1)‖2L2(Q)

,

và

αk = argminα≥0Jγ(f
k + αdk).

Để tính αk ta ký hiệu u(u0, ϕ) là nghiệm của bài toán




∂u

∂t
−

n∑
i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x, t)

∂u

∂xi

)
+ b(x, t)u = g(x, t), (x, t) ∈ Q,

∂u

∂N + σ(x, t)u(x, t) = ϕ(x, t), (x, t) ∈ S,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,
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và u[f ] là nghiệm của bài toán tuyến tính




∂u

∂t
−

n∑
i,j=1

∂

∂xj

(
aij(x, t)

∂u

∂xi

)
+ b(x, t)u = f(x, t)h(x, t), (x, t) ∈ Q,

∂u

∂N + σ(x, t)u(x, t) = 0, (x, t) ∈ S,

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω.

Khi đó toán tử quan sát có dạng liu(f) = liu[f ] + liu(u0, ϕ) = Aif + liu(u0, ϕ)

với Ai là các toán tử tuyến tính liên tục từ L2(Q) vào L2(0, T ), i = 1, . . . , N .

Ta có

Jγ(f
k + αdk) =

N∑

i=1

1

2
‖liu(fk + αdk)− hi‖2L2(0,T ) +

γ

2
‖fk + αdk − f∗‖2L2(Q)

=
N∑

i=1

1

2
‖αAidk + AiF

k + liu(u0, q)− hi‖2L2(0,T ) +
γ

2
‖αdk + fk − f∗‖2L2(Q)

=
N∑

i=1

1

2
‖αAidk + liu(f)− hi‖2L2(0,T ) +

γ

2
‖αdk + fk − f∗‖2L2(Q).

Đạo hàm Jγ(f
k + αdk) theo biến α có dạng

∂J(fk + αdk)

∂α
= γ

N∑

i=1

‖Aidk‖2L2(0,T ) +
N∑

i=1

〈
Aidk, liu(f

k)− hi
〉
L2(0,T )

+ γα‖dk‖2L2(Q) + λ
〈
dk, f

k − f∗
〉
L2(Q)

.

Cho
∂Jγ(f

k + αdk)

∂α
= 0, ta nhận được

αk = −
∑N

i=1

〈
Aidk, liu(f

k)− hi
〉
L2(0,T )

+ γ
〈
dk, f

k − f∗
〉
L2(Q)∑N

i=1 ‖Aidk‖2L2(0,T ) + γ‖dk‖2L2(Q)

= −
∑N

i=1

〈
dk, (Ai)

∗ (liu(fk)− hi
)〉

L2(0,T )
+ γ

〈
dk, f

k − f∗
〉
L2(Q)∑N

i=1 ‖Aidk‖2L2(0,T ) + γ‖dk‖2L2(Q)

= −
∑N

i=1

〈
dk, (Ai)

∗ (
liu(f

k)− hi
)
+ γ(fk − f∗)

〉
L2(Q)∑N

i=1 ‖Aidk‖2L2(0,T ) + γ‖dk‖2L2(Q)

= −
〈
dk,∇Jγ(fk)

〉
L2(Q)∑N

i=1 ‖Aidk‖2L2(0,T ) + γ‖dk‖2L2(Q)

.
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Vì dk = −∇γ(f
k) + βkdk−1, rk = −∇Jγ(fk) và 〈rk, dk−1〉L2(Q) = 0, nên ta có

αk =
‖rk‖2L2(Q)∑N

i=1 ‖Aidk‖2L2(0,T ) + γ‖dk‖2L2(Q)

.

Vậy thuật toán gradient liên hợp có dạng

Bước 1: Cho k = 0, chọn xấp xỉ ban đầu f0.

Bước 2: Tính r0 = −∇Jγ(f0), đặt d0 = r0.

Bước 3: Tính

α0 =
‖r0‖2L2(Q)∑N

i=1 ‖Aid0‖2L2(0,T ) + γ‖d0‖2L2(Q)

.

Đặt f1 = f0 + α0d0.

Bước 4: Cho k = 1, 2, · · · . Tính

rk = −∇Jγ(fk), dk = rk + βkdk−1

với

βk =
‖rk‖2L2(Q)

‖rk−1‖2L2(Q)

.

Bước 5: Tính

αk =
‖rk‖2L2(Q)∑N

i=1 ‖Aidk‖2L2(0,T ) + γ‖dk‖2L2(Q)

.

Cập nhật

fk+1 = fk + αkdk.

Quá trình lặp ở trên được viết cho bài toán liên tục. Để tìm cực tiểu của

phiếm hàm Jγ(F ), chúng tôi tiến hành rời rạc bài toán thuận (2.7)–(2.9), rời

rạc phiếm hàm Jγ(F ), sau đó xây dựng bài toán liên hợp tương ứng để tính đạo

hàm cho phiếm hàm rời rạc này. Trong mục tiếp theo chúng tôi sẽ rời rạc bài

toán bằng phương pháp phần tử hữu hạn, sau đó chứng minh tính hội tụ của

phương pháp cũng như đưa ra các ví dụ bằng số để khẳng định rằng, phương

pháp của chúng tôi là hữu hiệu. Trong Mục 2.3., chúng tôi xét bài toán xác định

f(t) và chúng tôi rời rạc bài toán bằng phương pháp sai phân phân rã. Chúng

tôi nhấn mạnh rằng, đây là lần đầu tiên bài toán xác định f(t) cho trường hợp
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nhiều chiều được nghiên cứu. Ngoài ra, đây cũng là lần đầu tiên, bài toán xác

định nguồn được thử nghiệm bằng số cho các bài toán với hệ số phụ thuộc thời

gian.

2.2. Phương pháp phần tử hữu hạn

Trước hết, chúng tôi viết lại toán tử quan sát dưới dạng

lku(f) = lku[f ] + lku(u0, ϕ) = Akf + lku(u0, ϕ),

trong đó Ak : L2(Q) → L2(0, T ) là các toán tử tuyến tính bị chặn, k = 1, ..., N .

Khi đó, phiếm hàm Jγ(f) có dạng

Jγ(f) =
N∑

k=1

1

2
‖lku[f ] + lku(u0, ϕ)− hk‖2L2(0,T ) +

γ

2
‖f − f∗‖2L2(Q)

=
N∑

k=1

1

2
‖Akf + lku(u0, ϕ)− hk‖2L2(0,T ) +

γ

2
‖f − f∗‖2L2(Q)

=
N∑

k=1

1

2
‖Akf − ĥk‖2L2(0,T ) +

γ

2
‖f − f∗‖2L2(Q).

Nghiệm fγ của bài toán cực tiểu hóa (2.15) được biểu diễn bởi điều kiện tối ưu

bậc nhất như sau

N∑

k=1

A∗
k(Akf

γ − ĥk) + γ(fγ − f∗) = 0. (2.20)

Ở đây, A∗
k : L2(0, T ) → L2(Q) là toán tử liên hợp của Ak được xác định bởi

A∗
kq = pk, trong đó pk là nghiệm của bài toán liên hợp




−
∂pk

∂t
−

d∑
i,j=1

∂pk

∂xj

(
aij(x, t)

∂pk

∂xi

)
+ b(x, t)pk = ωk(x)q(t), (x, t) ∈ Q,

∂pk

∂N + σ(x, t)pk = 0, (x, t) ∈ S,

pk(x, T ) = 0, x ∈ Ω.

(2.21)

Chú ý rằng, ở đây chúng tôi chia bài toán liên hợp (2.16) thành N bài toán độc

lập (2.21). Theo nguyên lý chồng chất tuyến tính, liên hợp p có dạng
∑N

k=1 pk.
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Chúng tôi sẽ xấp xỉ phương trình (2.20) bằng phương pháp phần tử hữu hạn

(FEM). Thực tế, chúng tôi sẽ xấp xỉ Ak và A∗
k.

2.2.1. Xấp xỉ phần tử hữu hạn của Ak, A
∗
k, k = 1, ..., N

Chúng tôi sẽ trình bày xấp xỉ rời rạc đầy đủ FE cho bài toán biến phân ở

trên. Giả sử rằng Ω là một miền đa diện, chúng tôi chia Ω thành các tam giác

tựa đều Th và xác định không gian các phần tử hữu hạn tuyến tính từng khúc

Vh ⊂ H1(Ω) như sau

Vh = {vh : vh ∈ C(Ω), vh|K ∈ P1(K), ∀K ∈ Th}. (2.22)

Ở đây, P1(K) là không gian các đa thức tuyến tính trong phần tử K. Chúng

tôi chia [0, T ] bởi các điểm chia

0 = t0 < t1 < ... < tM , trong đó tn = nτ , n = 0, 1, ...,M với cỡ lưới τ = T/M.

Đặt

an(v, w) :=

∫

Ω

d∑

i,j=1

anij(x)
∂v

∂xj

∂w

∂xi
dx+

∫

Ω

bn(x)v(x)w(x)dx+

∫

Γ

σn(ξ)v(ξ)w(ξ)dξ,

với v, w ∈ H1(Ω) và với mỗi hàm φ(x, t), ta xác định φn(x) := φ(x, tn). Khi

đó, an(·, ·) : H1(Ω) × H1(Ω) → R là một dạng song tuyến tính bị chặn và

H1(Ω)-elliptic, tức là,

an(v, v) ≥ C a
1 ‖v‖2H1(Ω) ∀v ∈ H1(Ω).

Tiếp theo, chúng ta xác định hệ xấp xỉ rời rạc đầy đủ FE của bài toán biến

phân (2.12) bằng phương pháp Euler-Galerkin lùi như sau: Tìm unh ∈ Vh với

n = 1, 2, ...,M thỏa mãn

〈dtunh , χ〉L2(Ω) + an(unh, χ) = 〈F n, χ〉L2(Ω) + 〈ϕn, χ〉L2(Γ) , ∀χ ∈ Vh (2.23)

và

〈u0h, χ〉L2(Ω) = 〈u0, χ〉L2(Ω), ∀χ ∈ Vh, (2.24)

trong đó dtunh :=
unh − un−1

h

∆t
, n = 1, 2, ...,M .
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Bài toán biên phân rời rạc (2.23) chứa một nghiệm duy nhất unh ∈ Vh. Đặt

uh(x, t) là nội suy tuyến tính của unh theo biến t. Do đó, bài toán rời rạc của

bài toán điều khiển tối ưu (2.15) được viết dưới dạng

Jγ,h(f) =
N∑

k=1

1

2
‖Ak,hf − ĥk,h‖2L2(0,T ) +

γ

2
‖f − f∗‖2L2(Q) → min . (2.25)

Ở đây, quan sát tính toán lkuh(f) = lkuh[f ] + lkuh(u0, ϕ) = Ak,hf + lkuh(u0, ϕ)

và ĥk,h = lkuh(u0, ϕ) − hk. Nghiệm của bài toán tối ưu (2.25) được mô tả bởi

đẳng thức biến phân

N∑

k=1

A∗
k,h(Ak,hf − ĥk,h) + γ(f − f∗) = 0, (2.26)

với A∗
k,h là toán tử đối ngẫu của toán tử tuyến tính Ak,h, k = 1, ..., N .

Với xấp xỉ FE của bài toán (2.21) ta xác định một xấp xỉ Â∗
k,hq = pk,h của

A∗
kq. Hơn nữa, thay cho quan sát hk ta chỉ dùng hδkk thỏa mãn

‖hδkk − hk‖L2(0,T ) ≤ δk for k = 1, ..., N. (2.27)

Khi đó, ta có bài toán biến phân sau

N∑

k=1

Â∗
k,h(Ak,hf

γ
h − ĥ δk

k,h) + γ(fγh − f∗) = 0, (2.28)

trong đó ĥ δk
k,h = lkuh(u0, ϕ)− hδkk , k = 1, ..., N .

2.2.2. Sự hội tụ

Cho

a(u, v) :=

∫

Ω

d∑

i,j=1

aij(x, t)
∂u

∂xj

∂v

∂xi
dx+

∫

Ω

b(x, t)u(x, t)v(x)dx+

∫

Γ

σ(ξ, t)u(ξ, t)v(ξ)dξ,

với u ∈ W (0, T ), v ∈ H1(Ω).

Ta định nghĩa nghiệm yếu u(x, t) ∈ W (0, T ) của bài toán (2.7)-(2.9) thỏa

mãn đẳng thức biến phân

〈ut, v〉L2(Ω) + a(u, v) = 〈F, v〉L2(Ω) + 〈ϕ, v〉L2(Γ), ∀v ∈ H1(Ω), t ∈ (0, T ),

(2.29)
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và

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω. (2.30)

Với φ ∈ H1(Ω) ta định nghĩa phép chiếu elliptic Rh : H1(Ω) → Vh như là

nghiệm duy nhất của bài toán biến phân

a(Rhφ, vh) = a(φ, vh) ∀vh ∈ Vh. (2.31)

Ở đây ta có đánh giá sai số (xem [91]),

‖φ−Rhφ‖L2(Ω) ≤ C h2‖φ‖H2(Ω) ∀φ ∈ H2(Ω). (2.32)

Bổ đề 2.1 Cho u là nghiệm duy nhất của bài toán biến phân (2.29)-(2.30) và

unh ∈ Vh với n = 1, 2, ...,M là nghiệm của (2.23)-(2.24). Khi đó, ta có đánh giá

||uh−Rhu||ℓ2(0,T ;H1(Ω)) ≤ C
(
h2‖ut‖L2(0,T ;H2(Ω)) +∆t‖utt‖L2(0,T ;L2(Ω)) + h2‖u0‖H2(Ω)

)
,

(2.33)

với

||w||ℓ2(0,T ;H1(Ω)) :=

(
∆t

M∑

n=1

‖wn‖2H1(Ω)

)1/2

.

Chứng minh. Ta viết lại sai số như tổng của hai thành phần (xem [91]),

uh − u = (uh − Rhu) + (Rhu− u) =: θ + ρ.

Trong công thức biến phân (2.29) với v = χ ∈ Vh ⊂ H1(Ω), t = tn từ bài toán

biến phân Galerkin (2.23) ta có

〈unt − dtu
n
h, χ〉L2(Ω) + an(un − unh, χ) = 0 ∀χ ∈ Vh,

hoặc

〈unt − dtu
n
h, χ〉L2(Ω) + an(Rhu

n − unh, χ) = 0 ∀χ ∈ Vh. (2.34)

Ta chú ý rằng

〈dtθn, χ〉L2(Ω) + an(θn, χ) = 〈dtunh − dtRhu
n, χ〉L2(Ω) + an(unh − Rhu

n, χ)

= 〈unt − dtRhu
n, χ〉L2(Ω)

= 〈unt − dtu
n, χ〉L2(Ω) + 〈dtun − dtRhu

n, χ〉L2(Ω)

= 〈unt − dtu
n, χ〉L2(Ω) − 〈dtρn, χ〉L2(Ω) ∀χ ∈ Vh.
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Đặt χ = θn ∈ Vh ta suy ra

〈dtθn, θn〉L2(Ω) + an(θn, θn) = 〈unt − dtu
n, θn〉L2(Ω) − 〈dtρn, θn〉L2(Ω). (2.35)

Với vế phải của (2.35) ta có đánh giá sau

〈unt − dtu
n, θn〉L2(Ω) = (∆t)−1〈∆t unt − (un − un−1), θn〉L2(Ω)

≤ (∆t)−1‖∆t unt − (un − un−1)‖L2(Ω)‖θn‖L2(Ω)

= (∆t)−1‖
∫ tn

tn−1

(τ − tn−1)utt(·, τ)dτ‖L2(Ω)‖θn‖L2(Ω)

≤ (∆t)−1

√∫ tn

tn−1

(τ − tn−1)2dτ

√∫ tn

tn−1

‖utt(·, τ)‖2L2(Ω)dτ ‖θn‖L2(Ω)

=
1
√
3
(∆t)1/2‖utt‖L2(tn−1,tn;L2(Ω)) ‖θn‖L2(Ω),

và

−〈dtρn, θn〉L2(Ω) = 〈dtun − Rhdtu
n, θn〉L2(Ω)

≤ ‖dtun − Rhdtu
n‖L2(Ω)‖θn‖L2(Ω)

≤ C h2‖dtun‖H2(Ω)‖θn‖L2(Ω)

= C h2(∆t)−1‖u(·, tn)− u(·, tn−1)‖H2(Ω)‖θn‖L2(Ω)

= C h2(∆t)−1‖
∫ tn

tn−1

ut(·, τ)dτ‖H2(Ω)‖θn‖L2(Ω)

≤ C h2(∆t)−1

∫ tn

tn−1

‖ut(·, τ)‖H2(Ω)dτ ‖θn‖L2(Ω)

≤ C h2(∆t)−1/2‖ut‖L2(tn−1,tn;H2(Ω)) ‖θn‖L2(Ω).

Vế trái của (2.35) có thể đánh giá như sau

〈dtθn, θn〉L2(Ω) + an(θn, θn) =
1

∆t

[
‖θn‖2L2(Ω) − 〈θn−1, θn〉L2(Ω)

]
+ an(θn, θn)

≥ 1

2∆t

[
‖θn‖2L2(Ω) − ‖θn−1‖2L2(Ω)

]
+ C a

1 ‖θn‖2H1(Ω).

Lấy tổng tương ứng hai vế ta nhận được với n = 1, 2, ...,M , ta được
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‖θn‖2L2(Ω) − ‖θn−1‖2L2(Ω) + 2C a
1 ∆t‖θn‖2H1(Ω)

≤
2
√
3
(∆t)3/2‖utt‖L2(tn−1,tn;L2(Ω)) ‖θn‖L2(Ω)

+ 2C h2(∆t)1/2‖ut‖L2(tn−1,tn;H2(Ω)) ‖θn‖L2(Ω).

Sử dụng bất đẳng thức Young ta suy ra

‖θM‖2L2(Ω) − ‖θ0‖2L2(Ω) + 2C a
1

M∑

n=1

∆t‖θn‖2H1(Ω)

≤
2
√
3

M∑

n=1

(∆t)3/2‖utt‖L2(tn−1,tn;L2(Ω)) ‖θn‖L2(Ω)

+ 2C
M∑

n=1

h2(∆t)1/2‖ut‖L2(tn−1,tn;H2(Ω)) ‖θn‖L2(Ω)

≤ C(δ)(∆t)2
M∑

n=1

‖utt‖2L2(tn−1,tn;L2(Ω)) + δ

M∑

n=1

∆t‖θn‖2L2(Ω)

+ C(δ)h4
M∑

n=1

‖ut‖2L2(tn−1,tn;H2(Ω)) + δ

M∑

n=1

∆t‖θn‖2L2(Ω).

Do đó

M∑

n=1

∆t‖θn‖2H1(Ω) ≤ C(∆t)2‖utt‖2L2(0,T ;L2(Ω)) + C h4‖ut‖2L2(0,T ;H2(Ω)) + ‖θ0‖2L2(Ω)

≤ C(∆t)2‖utt‖2L2(0,T ;L2(Ω)) + C h4‖ut‖2L2(0,T ;H2(Ω)) + Ch4‖u0‖2H2(Ω).

Bổ đề được chứng minh. (�)

Bổ đề 2.2 Cho uh(x, t) và (Rhu)(x, t) tương ứng là phép nội suy tuyến tính

của unh và Rhu
n đối với biến t. Khi đó ta có đánh giá sai số như sau

‖uh − Rhu‖L2(0,T ;H1(Ω)) = O(h2 +∆t). (2.36)

Chứng minh. Theo định nghĩa ta có, với x ∈ Ω, t ∈ (tn−1, tn), n = 1, 2, ...,M

uh(x, t) =
t− tn−1

∆t
unh(x) +

tn − t

∆t
un−1
h (x),

(Rhu)(x, t) =
t− tn−1

∆t
Rhu

n(x) +
tn − t

∆t
Rhu

n−1(x).
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Suy ra
∫ tn

tn−1

‖uh − Rhu‖2H1(Ω)dt =

∫ tn

tn−1

∥∥∥∥
t− tn−1

∆t
θn +

tn − t

∆t
θn−1

∥∥∥∥
2

H1(Ω)

dt

≤ 2

∫ tn

tn−1

(
t− tn−1

∆t

)2

dt ‖θn‖2H1(Ω) + 2

∫ tn

tn−1

(
tn − t

∆t

)2

dt ‖θn−1‖2H1(Ω),

=
2

3
∆t ‖θn‖2H1(Ω) +

2

3
∆t ‖θn−1‖2H1(Ω),

trong đó θn := unh −Rhu
n. Do đó, ta có

∫ T

0

‖uh − Rhu‖2H1(Ω)dt ≤
4

3

M∑

n=1

∆t‖θn‖2H1(Ω) +
2

3
∆t ‖θ0‖2H1(Ω) = O(h4 + (∆t)2).

Bổ đề được chứng minh. (�)

Hơn nữa, theo xấp xỉ chuẩn ta có

‖Rhu− u‖L2(Q) = O(h2 + (∆t)2). (2.37)

Sử dụng bất đẳng thức tam giác ta thu được

‖uh − u‖L2(Q) = O(h2 +∆t).

Khi đó, ta có thể đánh giá quan sát đo đạc như sau

‖lkuh(f)− lku(f)‖2L2(0,T ) =

∫ T

0

[lkuh(f)− lku(f)]
2dt

=

∫ T

0

(∫

Ω

ωk(x)[uh(x, t)− u(x, t)]dx

)2

dt

≤
∫ T

0

(∫

Ω

ω2
k(x)dx

∫

Ω

[uh(x, t)− u(x, t)]2dx

)
dt

= ‖ωk‖2L2(Ω)‖uh − u‖2L2(Q),

hoặc

‖lkuh(f)− lku(f)‖L2(0,T ) ≤ ‖ωk‖L2(Ω)‖uh − u‖L2(Q) ≤ C(h2 +∆t).

Vì vậy ta có thể kết luận về các kết quả hội tụ như sau

‖(Ak,h − Ak)f‖L2(0,T ) = O(h2 +∆t) và ‖(Â∗
k,h − A∗

k)q‖L2(Q) = O(h2 +∆t),

(2.38)
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với mọi f ∈ L2(Q), q ∈ L2(0, T ). Bằng kỹ thuật như trong chứng minh của [37]

ta có thể chứng minh rằng với γ > 0 ta có

‖fγh − fγ‖L2(Q) = O(h2 +∆t+ δ), δ =
√
δ21 + δ22 + ...+ δ2N . (2.39)

2.2.3. Ví dụ số

Trong các ví dụ số, chúng tôi chọn miền Ω = (0, 1)× (0, 1), T = 1 và

aij(x, t) = δij , b(x, t) = 1, σ(x, t) = 1.

Nghiệm chính xác được xác định bởi u(x, t) = et(x1 − x21) sinπx2.

Chúng tôi thử nghiệm với một vài hàm F có cấu trúc khác nhau, cụ thể,

• Ví dụ 1: F (x, t) = f(t)h(x, t) + g(x, t),

• Ví dụ 2: F (x, t) = f(x)h(x, t) + g(x, t),

• Ví dụ 3: F (x, t) = f(x, t) + g(x, t),

với quan sát tích phân (2.11) hoặc quan sát điểm.

Bằng phương pháp Euler Galerkin lùi, chúng tôi miền Ω thành 4096 phần

tử hữu hạn và bước lưới thời gian τ = T/M = 1/M với M = 64.

Trong ví dụ đầu tiên, chúng tôi sử dụng 1 quan sát N = 1: quan sát tích

phân với ω(x) = x21 + x22 + 1, hoặc quan sát điểm tại điểmx0 = (0.48; 0.48).

Chúng tôi chọn hàm h(x, t) = x1x2 + t+ 1, dự đoán ban đầu f∗ = 0, γ = 10−5.

Thay vào phương trình ta có dữ kiện hàm g(x, t).

Chúng tôi thiết lập lại hàm f(t) có dạng

f(t) =




2t nếu 0 ≤ t ≤ 0.5,

2(1− t) nếu 0.5 ≤ t ≤ 1,
Ví dụ 1.1 (2.40)

f(t) =




1 nếu 0.25 ≤ t ≤ 0.75,

0 ngược lại,
Ví dụ 1.2 (2.41)

với nhiễu quan sát là δ = 1%, 3%, 5%.
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Hình 2.1: Nghiệm chính xác và nghiệm giải số của Ví dụ 1.1: quan sát tích phân (bên

trái) và quan sát điểm (bên phải).
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Hình 2.2: Nghiệm chính xác và nghiệm giải số của Ví dụ 1.2: quan sát tích phân (bên

trái) và quan sát điểm (bên phải).

Trong Ví dụ 2, chúng tôi thiết lập lại hàm

f(x) = x31 + x22 Ví dụ 2.1

f(x) =





1 với x = (0.5; 0.5),

0 với x ∈ {(0; 0), (0; 1), (1; 1), (1; 0)},
tuyến tính ngược lại,

Ví dụ 2.2,
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trong đó số điểm quan sát N = 9 và các điểm quan sát được trình bày trong

Hình 2.3, ở đây

h(x, t) = t2 + 2, γ = 10−5, δ = 1%.

Các kết quả số được trình bày từ Hình 2.4 đến Hình 2.6
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Hình 2.3: Điểm quan sát.
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Hình 2.4: Nghiệm chính xác f(0.5, x2), f(x1, 0.5) và nghiệm giải số trong Ví dụ 2.1

với nhiễu 1%.
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Hình 2.5: Nghiệm chính xác f(x) và nghiệm giải số trong Ví dụ 2.2 với nhiễu 1%.
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Hình 2.6: Nghiệm chính xác f(0.5, x2), f(x1, 0.5) và nghiệm giải số trong Ví dụ 2.2

với nhiễu 1%.

Trong ví dụ thứ 3, chúng tôi thiết lập hàm

f(x, t) = (x31 + x32)(t
2 + 1), Ví dụ 3.1, (2.42)

từ đo đạc tại 9 điểm như ở trên. Kết quả số được trình bày trong Hình 2.7 và

Hình 2.8.
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Hình 2.7: Nghiệm chính xác f(x0, t), x0 = (0.5; 0.4) và nghiệm giải số trong Ví dụ

3.1 với nhiễu 0.1%.
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Hình 2.8: Nghiệm chính xác f(x, 0.5) và nghiệm giải số trong Ví dụ 3.1 với nhiễu

0.1%.

2.3. Rời rạc hóa bài toán xác định thành phần chỉ phụ
thuộc thời gian trong vế phải

Trong mục này, chúng tôi xét bài toán xác định hàm f(t) trong hệ phương

trình
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∂u

∂t
−∑n

i=1

∂

∂xi

(
ai(x, t)

∂u

∂xi

)
+ b(x, t)u = f(t)ϕ(x, t) + g(x, t), (x, t) ∈ Q,

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ S,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(2.43)

từ quan sát bổ sung

lu(f) =

∫

Ω

ω(x)u(x, t)dx = h(t), 0 < t < T. (2.44)

Trong đó, các hàm ai, i = 1, n, b, ϕ thuộc không gian L∞(Q) và g ∈ L2(Q),

f(t) ∈ L2(0, T ), u0 ∈ L2(Ω). Hơn nữa, ta giả thiết rằng ai ≥ a > 0 và ϕ ≥ ϕ > 0

với a, ϕ là các hằng số cho trước. Hàm ω là hàm trọng như đã được mô tả từ

đầu chương.

Như ta đã biết, tính giải được của bài toán ngược (2.43) với quan sát điểm

u(x0, t) = h(t), t ∈ (0, T ) đã được Prilepko và Solov’ev chứng minh bằng phương

pháp Rothé [71], [72]. Tính giải được của bài toán ngược (2.43) với quan sát

(2.44) được chứng minh trong [66]. Tuy nhiên, kết quả số cho các bài toán đó

chưa được nghiên cứu nhiều. Vì vậy, mục đích của chúng tôi trong mục này là

thiết lập phương pháp số ổn định để giải bài toán.

Trong phần đầu của mục này, chúng tôi sẽ giới thiệu lược đồ sai phân hữu

hạn phân rã (finite difference splitting method) cho bài toán nhiều chiều; trong

phần tiếp theo, chúng tôi sẽ rời rạc bài toán biến phân, đưa ra công thức gradient

cho phiếm hàm rời rạc và mô tả phương pháp gradient liên hợp, và cuối cùng,

chúng tôi trình bày kết quả số minh họa cho thuật toán này. Chúng tôi muốn

nhấn mạnh thêm rằng, việc sử dụng phương pháp sai phân phân rã đã đưa bài

toán nhiều chiều về bài toán một chiều , do đó việc tình toán số được thực hiện

nhanh hơn.

2.3.1. Rời rạc hóa bài toán thuận bằng phương pháp sai phân hữu
hạn phân rã

Giả sử rằng Ω := (0, L1)× (0, L2) × · · · × (0, Ln) trong không gian R
n, với

Li, i = 1, n là các hằng số dương cho trước. Áp dụng kĩ thuật của các tác giả

trong [61], [62], [100] (xem [38], [90]), chúng tôi chia Ω thành các miền nhỏ bởi
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các hình chữ nhật đều nhau xác định bởi

0 = x0 < x1i = hi < · · · < xNi

i = Li, i = 1, . . . , n

với hi = Li/Ni là cỡ lưới theo hướng xi, i = 1, . . . , n. Để đơn giản hóa, ta kí hiệu

xk := (xk11 , . . . , x
kn
n ), với k := (k1, . . . , kn), 0 ≤ ki ≤ Ni. Kí hiệu h := (h1, . . . , hn)

là vectơ cỡ lưới không gian và ∆h := h1 · · · hn. Đặt ei là vectơ đơn vị theo hướng

xi, i = 1, . . . , n, tức là e1 = (1, 0, . . . , 0). Kí hiệu

ω(k) = {x ∈ Ω : (ki − 0.5)h ≤ xi ≤ (ki + 0.5)h, ∀i = 1, . . . , n}.

Trong phần tiếp theo, kí hiệu Ωh là tập các chỉ số của các điểm lưới tương ứng

thuộc miền trong của Ω. Chúng tôi cũng kí hiệu tập các chỉ số của các điểm

lưới thuộc Ωh là Ω̄h là

Ωh = {k = (k1, . . . , kn) : 1 ≤ k ≤ N − 1, ∀i = 1, . . . , n},
Ω̄h = {k = (k1, . . . , kn) : 0 ≤ k ≤ N, ∀i = 1, . . . , n}.

Kí hiệu

Ωi
h = {k = (k1, . . . , kn) : 0 ≤ k ≤ N − 1, 0 ≤ kj ≤ Nj , ∀j 6= i},

với i = 1, . . . , n. Với hàm u(x, t) xác định trên miền Q, ta kí hiệu uk(t) là giá

trị xấp xỉ của hàm u tại điểm (xk, t). Lược đồ sai phân tiến tại điểm xi được

xác định như sau

ukxi
:=

uk+ei − uk

hi
.

Nghiệm của bài toán (2.43) được hiểu là hàm số u ∈ W (0, T ;H1
0(Ω)) thỏa mãn

đẳng thức

∫ T

0

(ut, η)H−1(Ω),H1
0 (Ω)

dt+

∫

Q

( n∑

i=1

ai(x, t)
∂u

∂xi

∂η

∂xi
+ b(x, t)uη

)
dxdt

=

∫ T

0

∫

Ω

(
f(t)ϕ(x, t)η + g(x, t)η

)
dxdt, ∀η ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)), (2.45)

và

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.
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Các tích phân trong công thức (2.45) được xấp xỉ như sau

∫

QT

∂u

∂t
ηdxdt ≈ ∆h

∫ T

0

∑

k∈Ωh

duk(t)

dt
ηk(t)dt,

∫

QT

ai(x, t)
∂u

∂xi

∂η

∂xi
dxdt ≈ ∆h

∫ T

0

∑

k∈Ωi
h

a
k+ e

2

i (t)ukxi
(t)ηkxi

(t)dt,

∫

QT

b(x, t)uηdxdt ≈ ∆h

∫ T

0

∑

k∈Ωh

bk(t)uk(t)ηk(t)dt,

∫

QT

f(t)ϕ(x, t)ηdxdt ≈ ∆h

∫ T

0

∑

k∈Ωh

f(t)ϕk(t)ηk(t)dt,

∫

QT

g(x, t)ηdxdt ≈ ∆h

∫ T

0

∑

k∈Ωh

gk(t)ηk(t)dt.

Ở đây, các hàm ϕk(t), gk(t) và ak+
ei
2

i (t) là xấp xỉ của các hàm ϕ(x, t), g(x, t) và

a(x, t) tại điểm lưới xk. Ta quy ước như sau nếu các hàm ϕ(x, t), g(x, t) liên

tục thì ϕk(t), gk(t) là giá trị của các hàm đó tại điểm xk và nếu ai(x, t) là các

hàm liên tục thì ak+
ei
2

i (t) := ai(x
k+

hiei
2 , t). Ngược lại, ta đặt

ϕk :=
1

|ω(k)|

∫

ω(k)

ϕ(x, t)dx, gk :=
1

|ω(k)|

∫

ω(k)

g(x, t)dx,

và

a
k+

ei
2

i :=
1

|ω(k)|

∫

ω(k)

a(x, t)dx.

Với các tích phân được xấp xỉ như trên, ta có bài toán rời rạc cho công thức

nghiệm yếu (2.45)

∫ T

0

[ ∑

k∈Ωh

(
duk

dt
+ bkuk − fϕk − gk

)
ηk +

n∑

i=1

∑

k∈Ωi
h

a
k+

ei
2

i ukxi
ηkxi

]
dt = 0. (2.46)

Sử dụng công thức tích phân từng phần và điều kiện biên thuần nhất uk = 0,

ηk = 0 với ki = 0, ta nhận được

∑

k∈Ωi
h

a
k+

ei
2

i ukxi
ηkxi

=
∑

k∈Ωh

(
a
k−

ei
2

i

uk − uk−ei

h2i
− a

k+
ei
2

i

uk+ei − uk

h2i

)
ηk.
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Thay vào phương trình (2.46), ta thu được hệ xấp xỉ bài toán ban đầu (2.43)




dū

dt
+ (Λ1 + · · · + Λn)ū− f = 0,

ū(0) = ū0,

(2.47)

với ū = {uk, k ∈ Ωh} là hàm lưới. Hàm ū0 là hàm lưới xấp xỉ điều kiện ban đầu

u0(x) và được tính bằng công thức

ūk0 =
1

|ω(k)|

∫

ω(k)

u0(x)dx.

Các ma trận hệ số Λi trong hệ (2.47) được xác định như sau

(Λiū)
k =

bkuk

n
+





a
k−

ei
2

i

h2
i

(
uk − uk−ei

)
−a

k+
ei
2

i

h2
i

(
uk+ei − uk

)
, 2 ≤ k ≤ N − 2,

a
k−

ei
2

i

h2
i

uk − a
k+

ei
2

i

h2
i

(
uk+ei − uk

)
, k = 1,

a
k−

ei
2

i

h2
i

(
uk − uk−ei

)
+

a
k+

ei
2

i

h2
i

uk, k = N − 1,

(2.48)

với k ∈ Ωh. Hơn nữa,

f = {fϕk + gk, k ∈ Ωh}.

Ta thấy, ma trận hệ số Λi là nửa xác định dương (xem [90]). Để có lược đồ sai

phân phân rã cho bài toán Cauchy (2.47), chúng tôi rời rạc bài toán theo biến

thời gian. Chia khoảng thời gian [0, T ] thành M khoảng nhỏ.

0 = t0 < t1 = ∆t < · · · < TM = T,

với ∆t = T/M . Ta kí hiệu um+δ := ū(tm + δ∆t),Λm
i := Λi(tm +∆t/2). Chúng

tôi giới thiệu lược đồ sai phân phân rã

um+ i
2n − um+ i−1

2n

∆t
+ Λm

i

um+ i
2n + um+ i−1

2n

4
= 0, i = 1, 2, . . . , n− 1,

um+ 1
2 − um+n−1

2n

∆t
+ Λm

n

um+ 1
2 + um+n−1

2n

4
=
Fm

2
+

∆t

8
Λm
n F

m,

um+n+1
2n − um+ 1

2

∆t
+ Λm

n

um+n+1
2n + um+ 1

2

4
=
Fm

2
−

∆t

8
Λm
n F

m,

um+1− i−1
2n − um+1− i

2n

∆t
+ Λm

i

um+1− i−1
2n + um+1− i

2n

4
= 0, i = n− 1, n− 2, . . . , 1,

u0 = ū0, (2.49)
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hay

(Ei +
∆t

4
Λm
i )u

m+ i
2n = (Ei −

∆t

4
Λm
i )u

m+ i−1
2n , i = 1, 2, . . . , n− 1,

(En +
∆t

4
Λm
n )(u

m+ 1
2 − ∆t

2
Fm) = (En −

∆t

4
Λm
n )u

m+n−1
2n ,

(En +
∆t

4
Λm
n )u

m+n+1
2n = (En −

∆t

4
Λm
n )(u

m+ 1
2 +

∆t

2
Fm),

(Ei +
∆t

4
Λm
i )u

m+1− i−1
2n = (Ei −

∆t

4
Λm
i )u

m+1− i
2n , i = n− 1, n− 2, . . . , 1,

u0 = ū0, (2.50)

với Ei là ma trận đơn vị tương ứng với Λi, i = 1, . . . , n. Lược đồ sai phân (2.50)

có thể viết lại thành



um+1 = Amum +∆tBm(fmϕm + gm), m = 0, ...,M − 1,

u0 = ū0,
(2.51)

với

Am = Am
1 · · ·Am

n A
m
n · · ·Am

1 ,

Bm = Am
1 · · ·Am

n ,

trong đó Am
i := (Ei +

∆t
4 Λ

m
i )

−1(Ei − ∆t
4 Λ

m
i ), i = 1, . . . , n.

Ta có thể chứng minh lược đồ sai phân (2.49) là ổn định (xem [38, 90]) và

tồn tại một hằng số dương cd không phụ thuộc vào các hệ số ai, i = 1, · · · , n và

b thỏa mãn
(

M∑

m=0

∑

k∈Ω1h

∣∣uk,m
∣∣2
)1/2

≤ cd



(
∑

k∈Ω1h

∣∣uk0
∣∣2
)1/2

+

(
M∑

m=0

∑

k∈Ω1h

∣∣fmϕk,m + gk,m
∣∣2
)1/2


 .

(2.52)

Khi Ω là miền một chiều, ta xấp xỉ hệ phương trình (2.47) bằng phương

pháp Crank-Nicholson và nghiệm của bài toán rời rạc cũng có dạng (2.51).

2.3.2. Rời rạc hóa bài toán biến phân

Từ điều kiện quan sát (2.44), phiếm hàm quan sát J0(f) có dạng

J0(f) =
1

2
‖lu(f)− h‖2L2(0,T ).
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Khi đó, phiếm hàm quan sát rời rạc Jh,∆t
0 (f) được viết dưới dạng

Jh,∆t
0 (f) :=

1

2

M∑

m=1

∣∣∣∣∣∆h
∑

k∈Ωh

ωkuk,m(f)− hm

∣∣∣∣∣

2

, (2.53)

với uk,m(f) chỉ sự phụ thuộc của nghiệm u vào điều kiện f và m là chỉ số trên

lưới thời gian. Ta kí hiệu ωk = ω(xk) là xấp xỉ của hàm ω(x) trong miền Ω tại

điểm xk, ví dụ như

ωk =
1

|ω(k)|

∫

ω(k)

ω(x)dx.

Để đơn giản kí hiệu, ta viết f là hàm lưới xác định trên lưới {0,∆t, · · · ,M∆t}
với chuẩn được xác định như sau ‖f‖L2(0,T ) =

(
∆t
∑M

i=1 |fm|
2
)1/2

. Với kí hiệu

này, chúng tôi rời rạc phiếm hàm lu(f) dưới dạng

lh(u(f)) =
(
l1hu(f), l

2
hu(f), · · · , lMh u(f)

)
,

với

lmh u(f) = ∆h
∑

k∈Ω1h

ωkuk,m(f), m = 0, 1, · · · ,M.

Để cực tiểu hóa bài toán (2.53) bằng phương pháp gradient liên hợp, đầu tiên

chúng tôi tính gradient của phiếm hàm quan sát rời rạc Jh,∆t
0 (f) và kết quả đó

được phát biểu trong định lý sau

Định lý 2.2 Gradient ∇Jh,∆t
0 (f) của phiếm hàm Jh,∆t

0 tại điểm f được cho bởi

∇Jh,∆t
0 (f) =

M−1∑

m=0

∆t(Bm)∗ϕmηm, (2.54)

trong đó η là nghiệm của bài toán liên hợp




ηm = (Am+1)∗ηm+1 + ψm+1, m =M − 2, . . . , 0,

ηM−1 = ψM ,

ηM = 0,

(2.55)

với

ψm =
{
ψk,m = ωk

(
∆h

∑

k∈Ωh

ωkuk,m(f)− hm
)
, k ∈ Ωh

}
, m = 0, 1, . . . ,M.

(2.56)
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Ở đây (Am)∗ và (Bm)∗ được xác định như sau

(Am)∗ = (E1 −
∆t

4
Λm
1 )(E1 +

∆t

4
Λm
1 )

−1...(En −
∆t

4
Λm
n )(En +

∆t

4
Λm
n )

−1

× (En −
∆t

4
Λm
n )(En +

∆t

4
Λm
n )

−1...(E1 −
∆t

4
Λm
1 )(E1 +

∆t

4
Λm
1 )

−1,

(Bm)∗ = (En −
∆t

4
Λm
n )(En +

∆t

4
Λm
n )

−1...(E1 −
∆t

4
Λm
1 )(E1 +

∆t

4
Λm
1 )

−1.

Chứng minh. Cho δf là biến phân đủ nhỏ của f , ta có

Jh,∆t
0 (f + δf)− Jh,∆t

0 (f) =
∆t

2

M∑

m=1

[
lmh u(f + δf)− hm

]2
−

∆t

2

M∑

m=1

[
lmh u(f)− hm

]2

=
∆t

2

M∑

m=1

∑

k∈Ωh

(
∆h ωkvk,m

)2
+∆t

M∑

m=1

∆h
∑

k∈Ωh

vk,mωk
[
lmh u(f)− hm

]

=
∆t

2

M∑

m=1

∑

k∈Ωh

(
∆h ωkvk,m

)2
+∆t

M∑

m=1

∆h
∑

k∈Ωh

vk,mψk,m

=
∆t

2

M∑

m=1

∑

k∈Ωh

(
∆h ωkvk,m

)2
+∆t

M∑

m=1

〈vm, ψm〉, (2.57)

với vm =
{
vk,m := uk,m(f + δf)− uk,m(f)

}
.

Từ (2.51) ta có v là nghiệm của bài toán



vm+1 = Amvm +∆tBmδfϕm, m = 0, ..,M − 1

v0 = 0.
(2.58)

Nhân vô hướng hai vế các phương trình trong hệ (2.55) với vectơ bất kì

ηm ∈ R
N1×...×Nn, lấy tổng với m = 0, ...,M − 1, ta nhận được

M−1∑

m=0

〈
vm+1, ηm

〉
=

M−1∑

m=0

〈Amvm, ηm〉+∆t
M−1∑

m=0

〈Bmδfϕm, ηm〉

=
M−1∑

m=0

〈
vm,

(
Am
)∗
ηm
〉
+∆t

M−1∑

m=0

〈Bmδfϕm, ηm〉 . (2.59)

Ở đây, 〈·, ·〉 là tích vô hướng trong không gian R
N1×N2×···×Nn và

(
Am
)∗

là ma

trận liên hợp của ma trận Am.
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Nhân vô hướng hai vế phương trình đầu trong hệ (2.55) với vectơ vm+1 bất

kì, lấy tổng với m = 0, ...,M − 2, ta thu được

M−2∑

m=0

〈vm+1, ηm〉 =
M−2∑

m=0

〈
vm+1, (Am+1)∗ηm+1

〉
+

M−2∑

m=0

〈
vm+1, ψm+1

〉

=
M−1∑

m=1

〈vm, (Am)∗ηm〉+
M−1∑

m=1

〈vm, ψm〉 . (2.60)

Nhân vô hướng hai vế phương trình thứ hai trong hệ (2.55) với vectơ vM ,

ta có

〈vM , ηM−1〉 = 〈vM , ψM〉. (2.61)

Từ phương trình (2.60)và (2.61), ta có

M−2∑

m=0

〈vm+1, ηm〉+ 〈vM , ηM−1〉 =
M−1∑

m=1

〈vm, (Am)∗ηm〉+
M−1∑

m=1

〈vm, ψm〉+ 〈vM , ψM〉.

(2.62)

Từ phương trình (2.59), (2.62) ta suy ra

〈
v0,
(
A0
)∗
η0
〉
+∆t

M−1∑

m=0

〈Bmδfϕm, ηm〉 =
M−1∑

m=1

〈vm, ψm〉+ 〈vM , ψM〉.

Vì v0 = 0 nên

∆t
M−1∑

m=0

〈Bmδfϕm, ηm〉 =
M−1∑

m=1

〈vm, ψm〉+ 〈vM , ψM〉 =
M∑

m=1

〈vm, ψm〉. (2.63)

Hay nói cách khác, từ bất đẳng thức (2.52) ta có

M∑

m=1

∑

k∈Ωh

(
ωkvk,m

)2
= o(‖f‖)([90]).

Do đó, từ phương trình (2.57) và (2.63) ta thu được

Jh,∆t
0 (f + δf)− Jh,∆t

0 (f) = ∆t
M−1∑

m=0

〈δf, (Bm)∗ϕmηm〉+ o(‖f‖).

Suy ra, gradient của phiếm hàm Jh,∆t
0 có dạng

∂Jh,∆t
0

∂f
= ∆t

M−1∑

m=0

(Bm)∗ϕmηm. (2.64)

Định lý được chứng minh. �
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Nhận xét 2.2 Vì ma trận Λi, i = 1, . . . , n,m = 0, . . . ,M − 1 đối xứng nên ta

có

(Am)∗ = (E1 −
∆t

4
Λm
1 )(E1 +

∆t

4
Λm
1 )

−1...(En −
∆t

4
Λm
n )(En +

∆t

4
Λm
n )

−1

× (En −
∆t

4
Λm
n )(En +

∆t

4
Λm
n )

−1...(E1 −
∆t

4
Λm
1 )(E1 +

∆t

4
Λm
1 )

−1.

Tương tự, ta có

(Bm)∗ = (En −
∆t

4
Λm
n )(En +

∆t

4
Λm
n )

−1...(E1 −
∆t

4
Λm
1 )(E1 +

∆t

4
Λm
1 )

−1.

2.3.3. Phương pháp gradient liên hợp

Phương pháp gradient liên hợp cho phiếm hàm rời rạc (2.53) được tiến hành

theo các bước sau

Bước 1. Cho trước xấp xỉ ban đầu f0 ∈ R
M+1 của hàm f(t) và tính thặng

dư r̂0 =
(
l1hu(f

0)− h1, l2hu(f
0)− h2, · · · , lMh u(f0)− hM

)
bằng cách giải lược đồ

phân rã (2.49) với f được thay thế bởi xấp xỉ ban đầu f0 và đặt k = 0.

Bước 2. Tính gradient r0 = −∇Jγ(f0) xác định bởi (2.54) bằng cách giải

bài toán liên hợp (2.55). Sau đó, đặt d0 = r0.

Bước 3. Tính

α0 =
‖r0‖2L2(0,T )

‖lhd0‖2L2(0,T ) + γ‖d0‖2L2(0,T )

,

với lhd0 có thể được tính từ lược đồ sai phân phân rã (2.49) với f được thay

bằng d0 và g(x, t) = 0, u0 = 0. Đặt

f1 = f0 + α0d0.

Bước 4. Với k = 1, 2, · · · , tính rk = −∇Jγ(fk), dk = rk + βkdk−1, với

βk =
‖rk‖2L2(0,T )

‖rk−1‖2L2(0,T )

.

Bước 5. Tính αk

αk =
‖rk‖2L2(0,T )

‖lhdk‖2L2(0,T ) + γ‖dk‖2L2(0,T )

,
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trong đó lhdk được tính dựa vào lược đồ sai phân phân rã (2.49) với f được

thay bởi dk và g(x, t) = 0, u0 = 0. Đặt

fk+1 = fk + αkdk.

2.3.4. Ví dụ số

Trong mục này, chúng tôi trình bày một vài ví dụ số khi miền Ω là miền

một chiều và hai chiều để chỉ ra tính hữu hiệu của thuật toán. Cho T = 1,

chúng tôi thử nghiệm thuật toán nhằm thiết lập lại các hàm sau

• Ví dụ 1: f(t) = sin(πt).

• Ví dụ 2: f(t) =




2t nếu t ≤ 0.5,

2(1− t) nếu ngược lại.

• Ví dụ 3: f(t) =




1 nếu 0.25 ≤ t ≤ 0.75,

0 nếu ngược lại.

Chúng tôi xét ba trường hợp mà độ trơn của hàm f(t) bị giảm dần, cụ thể,

hàm f(t) trong ví dụ 1 là hàm trơn, hàm f(t) trong ví dụ 2 là hàm không khả

vi tại t = 0.5 và hàm f(t) trong ví dụ 3 là hàm gián đoạn.

Trong mỗi ví dụ số, chúng tôi chọn trước nghiệm chính xác u và các hàm

ϕ, f , rồi thay vào bài toán (2.43) ta có hàm g trong vế phải. Sau khi có nghiệm

chính xác u, chúng tôi tính dữ kiện quan sát lu và đặt nhiễu ngẫu nhiên lên dữ

kiện đo đạc h. Cuối cùng, chúng tôi sử dụng thuật toán để thiết lập lại hàm f

và so sánh nghiệm giải số với nghiệm chính xác để chỉ ra thuật toán mà chúng

tôi xây dựng là hữu hiệu.

2.3.4.1. Ví dụ số trong trường hợp 1 chiều
Cho Ω = (0, 1). Chúng tôi tìm hàm f(t) từ bài toán





ut − uxx = f(t)ϕ(x, t) + g(x, t), 0 < x < 1, 0 < t < 1,

u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 < t < 1,

u(x, 0) = u0(x), 0 < x < 1.
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Trong trường hợp này, chúng tôi chọn nghiệm chính xác

u = sin(πx)(1− t),

và điều kiện ban đầu u0(x) = sin(πx), hàm ϕ(x, t) = (x2 + 5)(t2 + 5). Sau khi

chọn một trong các hàm f(t) như ở trên, thay vào bài toán ta sẽ có hàm g(x, t).

Chúng tôi sử dụng quan sát tích phân (2.44) với hai hàm trọng được cho

bởi

ω(x) = x2 + 1, (2.65)

hoặc

ω(x) =





1
ε nếu x ∈ (x0 − ε, x0 + ε),

0 ngược lại,
với ε = 0.01. (2.66)

Ta thấy rằng quan sát tích phân với hàm trọng (2.66) có thể xem như là quan

sát điểm.

Kết quả số cho trường hợp này được thể hiện từ Hình 2.9 đến Hình 2.14.

Từ những kết quả này, chúng ta thấy rằng các kết quả số trong các trường hợp

một chiều là rất tốt, mặc dù nhiễu là 10%.
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Hình 2.9: Trường hợp 1 chiều, Ví dụ 1: So sánh nghiệm chính xác và nghiệm giải số

trong ví dụ 1 với nhiễu bằng 0.1 (bên trái) và nhiễu bằng 0.01 (bên phải). Hàm trọng

ω được cho bởi (2.65)
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Hình 2.10: Trường hợp 1 chiều, Ví dụ 2: So sánh nghiệm chính xác và nghiệm giải số

trong ví dụ 2 với nhiễu bằng 0.1 (bên trái) và nhiễu bằng 0.01 (bên phải). Hàm trọng

ω được cho bởi (2.65)
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Hình 2.11: Trường hợp 1 chiều, Ví dụ 3: So sánh nghiệm chính xác và nghiệm giải số

trong ví dụ 3 với nhiễu bằng 0.1 (bên trái) và nhiễu bằng 0.01 (bên phải). Hàm trọng

ω được cho bởi (2.65)
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Hình 2.12: Trường hợp 1 chiều, Ví dụ 1: So sánh nghiệm chính xác và nghiệm giải số

trong ví dụ 1 với nhiễu bằng 0.1 (bên trái) và nhiễu bằng 0.01 (bên phải). Hàm trọng

ω được cho bởi (2.66)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t

f(
t)

Noise =0.1
Exact.Sol.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t

f(
t)

Noise =0.01
Exact.Sol.

Hình 2.13: Trường hợp 1 chiều, Ví dụ 2: So sánh nghiệm chính xác và nghiệm giải số

trong ví dụ 2 với nhiễu bằng 0.1 (bên trái) và nhiễu bằng 0.01 (bên phải). Hàm trọng

ω được cho bởi (2.66)
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Hình 2.14: Trường hợp 1 chiều, Ví dụ 3: So sánh nghiệm chính xác và nghiệm giải số

trong ví dụ 3 với nhiễu bằng 0.1 (bên trái) và nhiễu bằng 0.01 (bên phải). Hàm trọng

ω được cho bởi (2.66)

2.3.4.2. Ví dụ số trong trường hợp 2 chiều

Trong tiểu mục này, chúng tôi trình bày kết quả số cho một vài bài toán.

Cho Ω = (0, 1)× (0, 1), Q = Ω× (0, 1). Khi đó, bài toán (2.43) có dạng





ut − (a1(x, t)ux1)x1
− (a2(x, t)ux2)x2

+ b(x, t)u = f(t)ϕ(x, t) + g(x, t), (x, t) ∈ Q

u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 < t < 1

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.

(2.67)

Trong tất cả các thử nghiệm, chúng tôi chọn nhiễu là 10−1 và 10−2, hàm trọng

được cho bởi

ω(x) =





1
4ε2 nếu x01 − ε < x1 < x01 + ε và x02 − ε < x2 < x02 + ε

0 nếu ngược lại
với ε = 0.01.

(2.68)

Tham số hiệu chỉnh γ là 10−3. Tuy nhiên, các kết quả số cho trường hợp nhiễu

bằng 10−2 không có nhiều khác biệt so với trường hợp nhiễu bằng 10−1. Do đó,

chúng tôi chỉ trình bày kết quả cho trường hợp nhiễu bằng 10−1.
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Giống như trường hợp một chiều, chúng tôi thay các dữ kiện a1, a2, b, f, ϕ

và u vào hệ phương trình (2.67) để tìm g. Sau đó, chúng tôi sử dụng nhiễu trong

lu để tìm nhiễu đo đạc h và áp dụng thuật toán để thiết lập lại hàm f(t).

Thử nghiệm 1. Ví dụ 1: f(t) = sin(πt).

a1(x, t) = a2(x, t) = 0.5
(
1− 0.5(1− t) cos(3πx1) cos(3πx2)

)
,

b(x, t) = x21 + x22 + 2x1t+ 1,

u0(x) = sin(πx1) sin(πx2),

u(x, t) = u0(x)× (1− t),

ϕ(x, t) = (x21 + 5)(x22 + 3)(t2 + 2).

Thay vào phương trình (2.67) ta có

g(x, t) = − sin(πx1) sin(πx2)
(
1− (1− t)(π2 + 0.5π2 cos(3πx1) cos(3πx2)

+ x21 + x22 + 2x1t+ 1)
)
+ 0.75π2(1− t)2

(
sin(3πx1) cos(3πx2) cos(πx1) sin(πx2)

+ cos(3πx1) sin(3πx2) sin(πx1) cos(πx2)
)
− (x21 + 5)(x22 + 3)(t2 + 2) sin(πt).
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Hình 2.15: Trường hợp 2 chiều, Ví dụ 1,Thử nghiệm 1: Nghiệm chính xác (bên trái)

và nghiệm giải số (bên phải) với nhiễu = 0.1. Hàm trọng ω được cho bởi (2.68).

Từ các kết quả trên ta thấy rằng, thuật toán ổn định hơn nếu ϕ "lớn". Nếu

ϕ "nhỏ", thì kết quả số không được tốt bằng trường hợp ϕ "lớn". Điều này có

thể thấy trong thử nghiệm 2 dưới đây.
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Hình 2.16: Trường hợp 2 chiều, Ví dụ 1, Thử nghiệm 1: So sánh nghiệm chính xác

và nghiệm giải số với nhiễu = 0.1 (bên trái) và sai số (bên phải). Hàm trọng ω được

cho bởi (2.68).

Thử nghiệm 2. Ví dụ 1: f(t) = sin(πt).

Trong thử nghiệm này, chúng tôi sử dụng các hàm tương tự như trong thử

nghiệm trước nhưng hàm ϕ(x, t) = (x21 + 1)(x22 + 1)(t2 + 1). Chúng tôi chú ý

rằng, trong thử nghiệm này, chuẩn của hàm ϕ nhỏ hơn so với thử nghiệm 1.

Kết quả số trong trường hợp này không tốt bằng thử nghiệm trước. Điều

này được chỉ ra trong Hình 2.17 và Hình 2.18.
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Hình 2.17: Trường hợp 2 chiều, Ví dụ 1, Thử nghiệm 2: Nghiệm chính xác (bên trái)

và nghiệm giải số (bên phải) với nhiễu = 0.1. Hàm trọng ω được cho bởi (2.68).
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Hình 2.18: Trường hợp 2 chiều, Ví dụ 1, Thử nghiệm 2: So sánh nghiệm chính xác

và nghiệm giải số với nhiễu = 0.1 (bên trái) và sai số (bên phải). Hàm trọng ω được

cho bởi (2.68).

Thử nghiệm 3. Ví dụ 2:

f(t) =




2t nếu t ≤ 0.5

2(1− t) nếu ngược lại .

a1(x, t) = a2(x, t) = 0.5(1− 0.5(1− t) cos(3πx1) cos(3πx2)),

u0(x) = sin(πx1) sin(πx2),

b(x, t) = x21 + x22 + 2x1t+ 1,

ϕ(x, t) = (x21 + 5)(x22 + 3)(t2 + 3).
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Thay vào phương trình (2.67) ta có

g(x, t) =





− sin(πx1) sin(πx2)
(
1− (1− t)(π2 + 0.5π2 cos(3πx1) cos(3πx2)

+x21 + x22 + 2x1t+ 1)
)

+0.75π2(1− t)2
(
sin(3πx1) cos(3πx2) cos(πx1) sin(πx2)

+ cos(3πx1) sin(3πx2) sin(πx1) cos(πx2)
)

−(x21 + 5)(x22 + 3)(t2 + 3)2t nếu t ≤ 0.5,

− sin(πx1) sin(πx2)
(
1− (1− t)(π2 + 0.5π2 cos(3πx1) cos(3πx2)

+x21 + x22 + 2x1t+ 1)
)

+0.75π2(1− t)2
(
sin(3πx1) cos(3πx2) cos(πx1) sin(πx2)

+ cos(3πx1) sin(3πx2) sin(πx1) cos(πx2)
)

−(x21 + 5)(x22 + 3)(t2 + 3)2(1 − t) nếu ngược lại

Kết quả số được thể hiện trong Hình 2.19 và 2.20.
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Approximation solution

Hình 2.19: Trường hợp 2 chiều, Ví dụ 2, Thử nghiệm 3: Nghiệm chính xác (bên trái)

và nghiệm giải số (bên phải) với nhiễu = 0.1. Hàm trọng ω được cho bởi (2.68).
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Hình 2.20: Trường hợp 2 chiều, Ví dụ 2, Thử nghiệm 3: So sánh nghiệm chính xác

và nghiệm giải số với nhiễu = 0.1 (bên trái) và sai số (bên phải). Hàm trọng ω được

cho bởi (2.68).

Thử nghiệm 4. Ví dụ 3:

f(t) =




1, nếu 0.25 ≤ t ≤ 0.75,

0, nếu ngược lại.

a1(x, t) = a2(x, t) = 0.5(1− 0.5(1− t) cos(3πx1) cos(3πx2)),

b(x, t) = x21 + x22 + 2x1t+ 1,

u0(x) = sin(πx1) sin(πx2),

ϕ = (x21 + 5)(x22 + 3)(t2 + 3).
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Thay vào phương trình (2.67) ta có

g =





− sin(πx1) sin(πx2)(1 − (1− t)
(
π2 + 0.5π2 cos(3πx1) cos(3πx2)

+x21 + x22 + 2x1t+ 1)
)

+0.75π2(1− t)2
(
sin(3πx1) cos(3πx2) cos(πx1) sin(πx2)

+ cos(3πx1) sin(3πx2) sin(πx1) cos(πx2)
)

−(x21 + 5)(x22 + 3)(t2 + 3) nếu 0.25 ≤ t ≤ 0.75,

− sin(πx1) sin(πx2)
(
1− (1− t)(π2 + 0.5π2 cos(3πx1) cos(3πx2)

+x21 + x22 + 2x1t+ 1)
)

+0.75π2(1− t)2(sin(3πx1) cos(3πx2) cos(πx1) sin(πx2)

+ cos(3πx1) sin(3πx2) sin(πx1) cos(πx2)) nếu ngược lại.

Kết quả số cho thử nghiệm này được trình bày trong Hình 2.21 và 2.22.
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Hình 2.21: Trường hợp 2 chiều, Ví dụ 3, Thử nghiệm 4: Nghiệm chính xác (bên trái)

và nghiệm giải số (bên phải) với nhiễu = 0.1. Hàm trọng ω được cho bởi (2.68).
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Hình 2.22: Trường hợp 2 chiều, Ví dụ 3, Thử nghiệm 4: So sánh nghiệm chính xác

và nghiệm giải số với nhiễu = 0.1 (bên trái) và sai số (bên phải). Hàm trọng ω được

cho bởi (2.68).

Các kết quả số được chúng tôi trình bày trong các Bảng 2.1, 2.2 và 2.3.

Trong Bảng 2.1 và Bảng 2.2, chúng tôi trình bày tham số hiệu chỉnh, sai số

L2, số bước lặp để thuật toán dừng và giá trị của phiếm hàm Tikhonov trong

trường hợp 1 chiều. Trong Bảng 2.3, chúng tôi đưa ra sai số trong L2, giá trị

của phiếm hàm quan sát tương ứng với nhiễu trong trường hợp 2 chiều. Từ đó

cho thấy thuật toán chúng tôi đưa ra là hiệu quả.

Ví dụ Nhiễu γ n∗ ‖f − fn∗‖L2(0,T ) Jγ(fn∗)

1 10−1 0.05 8 9.7E − 3 1.50E − 2

1 10−2 0.01 10 2.0E − 4 2.49E − 3

2 10−1 0.05 13 8.9E − 3 8.47E − 3

2 10−2 0.01 15 5.9E − 5 1.66E − 3

3 10−1 0.05 18 9.8E − 3 1.27E − 2

3 10−2 0.01 29 8.4E − 4 2.54E − 3

Bảng 2.1: Tham số hiệu chỉnh γ, số bước lặp n∗, sai số ‖f − fn∗‖L2(0,T ) và giá trị

của phiếm hàm Jγ(fn∗) (hàm trọng ω được cho bởi (2.65)).
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Ví dụ Nhiễu γ n∗ ‖f − fn∗‖L2(0,T ) Jγ(fn∗)

1 10−1 0.05 8 7.8E − 3 1.42E − 2

1 10−2 0.01 9 2.9E − 4 2.47E − 3

2 10−1 0.05 13 8.5E − 3 8.50E − 3

2 10−2 0.01 14 7.8E − 5 1.66E − 3

3 10−1 0.05 17 9.5E − 2 1.28E − 2

3 10−2 0.01 29 1.0E − 3 2.53E − 3

Bảng 2.2: Tham số hiệu chỉnh γ, số bước lặp n∗, sai số ‖f − fn∗‖L2(0,T ) và giá trị

của phiếm hàm Jγ(fn∗) (hàm trọng ω được cho bởi (2.66)).

Ví dụ Nhiễu Sai số L2 Jγ

1 10−1 1.9E − 2 3.96E − 3

1 10−2 7.4E − 3 2.95E − 4

2 10−1 1.0E − 1 2.23E − 4

2 10−2 9.0E − 2 2.21E − 4

3 10−1 1.8E − 2 2.82E − 4

3 10−2 7.8E − 3 2.62E − 4

Bảng 2.3: Sai số trong L2, giá trị của phiếm hàm quan sát tương ứng với nhiễu.
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KẾT LUẬN CHƯƠNG 2

Các kết quả chính chúng tôi đạt được trong chương này là

- Đưa ra cách tiếp cận mới và phương pháp số cho bài toán xác định nguồn

trong quá trình truyền nhiệt (xác định vế phải trong phương trình parabolic)

từ các quan sát tích phân.

- Đưa ra phương pháp biến phân để giải bài toán và công thức tính gradient

(2.17) thông qua bài toán liên hợp (Định lý 2.1).

- Rời rạc hóa bài toán biến phân bằng các phương pháp khác nhau như

phương pháp phần tử hữu hạn và phương pháp sai phân hữu hạn phân rã, sau

đó chứng minh các kết quả tương tự về tính khả vi Fréchet cũng như công thức

tính đạo hàm Fréchet cho các phiếm hàm rời rạc cần tối thiểu hóa.

- Giải số các bài toán bằng phương pháp gradient liên hợp khẳng định sự

hữu hiệu của phương pháp.
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KẾT LUẬN CHUNG

Luận án này nghiên cứu bài toán xác định quy luật biên phi tuyến và xác

định nguồn trong các quá trình truyền nhiệt. Cụ thể luận án đã đạt được các

kết quả sau:

1. Đối với bài toán xác định quy luật trao đổi nhiệt phi tuyến trên biên, về

lý thuyết chúng tôi đã giải quyết triệt để bài toán trong trường hợp nhiều chiều

dựa trên phương pháp biến phân. Chứng minh tính khả vi theo nghĩa Fréchet

của phiếm hàm cần tối ưu hóa, đưa ra công thức tính đạo hàm bằng bài toán

liên hợp. Trong một số trường hợp chứng minh được sự tồn tại nghiệm của bài

toán biến phân. Bài toán được rời rạc bằng phương pháp phần tử biên (BEM)

và sau đó được giải số bằng phương pháp lặp Gauss-Newton. Các thử nghiệm

bằng số trên máy tính cho thấy phương pháp và thuật toán là hữu hiệu.

2. Với bài toán xác định nguồn trong các quá trình truyền nhiệt, chúng tôi

đưa ra một cách tiếp cận mới có ý nghĩa thực tế để giải bài toán xác định nguồn

nhiều chiều với hệ số phụ thuộc thời gian (chưa được nghiên cứu từ trước), sau

đó chuyển bài toán về bài toán biến phân. Vì bài toán biến phân không ổn định,

nên chúng tôi đã hiệu chính nó bằng phương pháp chỉnh Tikhonov, sau đó chứng

minh phiếm hàm Tikhonov khả vi Fréchet rồi đưa ra công thức cho đạo hàm

Fréchet qua sự trợ giúp của bài toán liên hợp. Bài toán được rời rạc hóa bằng

phương pháp phần tử hữu hạn (FEM) và phương pháp sai phân phân rã (finite

difference splitting method), sau đó được giải bằng phương pháp gradient liên

hợp (conjugate gradient method). Thuật toán được thử nghiệm trên máy tính

và các kết quả số cho thấy phương pháp rất hữu hiệu.

Luận án mở ra một số hướng tiếp tục nghiên cứu là:

1. Nghiên cứu phương pháp giải số bài toán xác định quy luật trao đổi nhiệt

phi tuyến từ quan sát một phần biên và phương pháp giải số bài toán xác định

hệ số truyền nhiệt từ quan sát tích phân. Nghiên cứu bài toán cho phương trình

phức tạp hơn.

2. Nghiên cứu bài toán xác định nguồn cho quá trình truyền nhiệt phi tuyến,

nghiên cứu bài toán xác định nguồn điểm.
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equation in the Hölder class", Mat. Zametki 50(3), pp. 107–112 (Russian).

[67] Onyango T. T. M., Ingham D. B. and Lesnic D. (2009), "Reconstruction of

boundary condition laws in heat conduction using the boundary element

method", Comput. Math. Appl. 57, pp. 153–168.

[68] Noon P. J. (1998), The Single Layer Heat Potential and Galerkin Boundary

Element Methods for the Heat Equation, Dissertation, The University of

Maryland, USA.



98

[69] Pilant M. and Rundell W. (1989), "An iteration method for the determi-

nation of an unknown boundary condition in a parabolic initial-boundary

value problem", Proc. Edinburgh Math. Soc. 32, pp. 59–71.

[70] Prilepko A. I., Orlovsky D. G., and Vasin I. A. (2000), Methods for Solving

Inverse Problems in Mathematical Physics. Marcel Dekker, Inc., New York.

[71] Prilepko A. I. and Solov’ev V. V. (1987), "Solvability theorems and the

Rothe method in inverse problems for an equation of parabolic type. I

(Russian)", Differentsial’nye Uravneniya 23, pp. 1791–1799.

[72] Prilepko A. I. and Solov’ev V. V. (1987), "Solvability theorems and the

Rothe method in inverse problems for an equation of parabolic type. II

(Russian)", Differentsial’nye Uravneniya 23, pp. 1971–1980.

[73] Prilepko A. I. and Tkachenko D. S. (2003), "Properties of solutions of a

parabolic equation and the uniqueness of the solution of the inverse source

problem with integral overdetermination", Comput. Math. Math. Phys. 43,

pp. 537—546.

[74] Prilepko A. I. and Tkachenko D. S. (2003), "The Fredholm property and

the well-posedness of the inverse source problem with integral overdeter-

mination", Comput. Math. Math. Phys. 43, pp. 1338–1347.

[75] Prilepko A. I. and Tkachenko D. S. (2003), "Inverse problem for a parabolic

equation with integral overdetermination", J. Inverse Ill-Posed Probl. 11,

pp. 191–218.

[76] Raymond J. P. and Zidani H. (1998), "Pontryagin’s principle for state-

constrained control problems governed by parabolic equations with un-

bounded controls", SIAM J. Control Optim. 36, pp. 1853–1879.

[77] Raymond J. P. and Zidani H. (1999), "Hamiltonian-Pontryagin’s principles

for control problems governed by semilinear parabolic equations", Appl.

Math. Optim. 39, pp. 143–177.



99

[78] Rundell W. (1980), "Determination of an unknown nonhomogeneous term

in a linear partial differential equation from overspecified boundary data",

Applicable Analysis, 10(3), pp. 231–242.

[79] Rundell W. and Yin H. M. (1990), "A parabolic inverse problem with an

unknown boundary condition", J. Differential Equations 86, pp. 234–242.
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[83] Rösch A. (1996), "Identification of nonlinear heat transfer laws by means

of boundary data",Progress in Industry (at ECMI 94), pp.405–412.Wiley–

Teubner.
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